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摘 要：三元概念的约简是三元概念分析的重要问题，因为它既能简化三元图的表示，又有助于更好地理解三元概念的

语意并从中提取有价值的信息 . 基于三元因子分析，研究保持三元背景中所有三元关系不变的三元概念约简 . 首先，基

于三元因子分析提出三元概念约简的定义 . 该方法是在保持三元背景不变的条件下寻找尽可能少的三元概念，即这些三

元概念能够完整地反映原始三元背景所包含的所有三元关系 . 其次，讨论三元因子分解与三元概念协调集的关系，并给

出三元概念协调集和约简的判定方法 . 最后，利用三元概念约简将三元概念分为三类：核心（绝对必要）概念、相对必要概

念和不必要概念，并得到每类三元概念的充要条件 . 此外，通过实例给出由三元因子分解和概念约简定义两种方法寻找

三元概念约简的详细过程 .
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Abstract: The reduction of triadic concepts is an important problem in triadic concept analysis，because it can not only
simplify the representation of triadic graphs，but also help to better understand the meaning of triadic concepts and extract
valuable information from them. Based on the triadic factor analysis，reduction of triadic concepts is studied to keep all the
triadic relationships in the triadic context. Firstly，a reduction of triadic concept is defined based on triadic factor analysis. The
method is to find as few triadic concepts as possible under the condition of preserving the original triadic context. That is these
selected triadic concepts can completely reflect all the triadic relations contained in the original triadic context. Secondly，the
relationship between the triadic factorizations and the triadic concept consistent sets is discussed，and the necessary and
sufficient conditions for consistent sets and reducts are given. Finally，the triadic concepts are classified into three categories
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Moreover，the necessary and sufficient conditions for each class of triadic concepts are obtained. In addition，the detailed
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1995年，Lehmann and Wille［1］提出形式概念

的三维方法，即三元概念分析，它的研究对象是由

对象集、属性集、条件集和三元关系构成的三元背

景 . 三元概念分析的另一个基本概念是由外延、

内涵和方式构成的一个三元组，即三元概念 . 三
元 概 念 分 析 从 形 式 上 来 看 类 似 形 式 概 念 分

析［2-3］，但是有关三元概念分析的研究与发展远

不如形式概念分析 . 当三元背景中数据量比较大

时，三元概念可能也会随之变得很多，那么三元概

念的三元图表示以及三元概念的语意解释也会变

得更加繁琐，这在一定程度上制约了三元概念分

析的理论研究和应用 . 因此，为了能更好地理解

三元概念的涵义并从中提取有价值的信息，有必

要对三元概念做适当的约简 .
目前，形式概念分析与布尔因子分析相结

合［4-6］、三元形式概念分析与布尔因子分析相结

合［7-11］均取得了一些很好的研究成果 . 因子分析

最早是由英国心理学家斯皮尔曼提出的，它的基

本目的是用少数几个因子或类别线性地描述许多

指标或因素之间的联系，这几个因子或类别能够

反映原始因素之间的主要信息 . 布尔因子分析主

要是针对布尔数据的一种因子分析方法，它的主

要目的是寻找 m个因子来表示原始的 p个变量，

要求m远远小于 p.
曹丽等［12］基于布尔因子分析提出了保持二

元关系不变的概念约简，该方法在保持形式背景

的二元关系不变的前提下对形式概念进行约简 .
受此启发，本文考虑利用三元因子分析来研究三

元概念的约简问题 . 首先，定义基于三元因子分

析的三元概念约简的概念，给出三元因子分解和

三元概念协调集的关系，并通过实例给出利用因

子分解法和定义法寻找三元概念约简的过程 . 最
后给出三元概念协调集的判断方法，并对三元概

念进行分类，给出每类三元概念的判定方法 .

1 相关工作

本节给出形式概念分析和三元概念分析的基

本概念和结论 .
1. 1 形式概念分析相关知识

定义 1

［2］ 称 (G，M，I )为形式背景，其中G是

一个对象集，M是一个属性集，I是 G和M之间的

一个关系 . 分别称 G和M的元素为对象和属性 .
若对象 g和属性m具有关系 I，则记为 gIm .
定义 2

［2］ 设 (G，M，I )为形式背景，X ⊆ G，

B⊆M，若二元组 ( X，B )满足 X '= B，B '= X，则

称 ( X，B )为形式概念，其中，

X '= { }|m ∈M ∀g ∈ X, gIm (1)

B '= { }|g ∈ G ∀m ∈ B, gIm (2)

设 (G，M，I )是形式背景，对任意的形式概念

( X 1，B 1 )，( X 2，B 2 )定义如下偏序关系：

( X 1,B1 )≤ ( X 2,B2 )⇔ X 1 ⊆ X 2 ( )⇔ B1 ⊇ B2

也称 ( X 1，B 1 )为子概念，( X 2，B 2 )为父概念 .
记 L (G，M，I )表示形式背景 (G，M，I )中所有

形式概念构成的集合 . 容易证明 L (G，M，I )是
格，称其为形式背景 (G，M，I )的概念格 . 在概念

格 L (G，M，I )上定义上、下确界如下：

( X 1,B1 ) ∧ ( X 2,B2 )= (X 1 ∩ X 2,( )B1 ∪ B2
) (3)

( X 1,B1 ) ∨ ( X 2,B2 )= (( )X 1 ∪ X 2

,B1 ∩ B2) (4)

则概念格 L (G，M，I )是一个完备格 .
性质 1

［2］ 设 (G，M，I )为形式背景，X，X 1，X 2

为任意的对象子集，B，B 1，B 2为任意的属性子集，

则有下列几条性质成立：

（1）若 X 1 ⊆ X 2，则 X 2 '⊆ X 1 '；若 B 1 ⊆ B 2，则

B 2 '⊆ B 1 '.
（2）X ⊆ X ″，B⊆ B ″.
（3）X '= X ‴，B '= B‴.

（4）( )X 1 ∩ X 2

⊇ X '1 ∪ X '2，

( )B 1 ∩ B 2

⊇ B'1 ∪ B'2.

（5）( )X 1 ∪ X 2

= X '1 ∩ X '2，

( )B 1 ∪ B 2

= B'1 ∩ B'2.

（6）( X ″，X ' )∈ L (G，M，I ).
（7）X ⊆ B '⇔ B⊆ X '.

1. 2 三元概念分析相关知识 在过去几年里，类

似 Bibsonomy的三维数据（用户、标签、资源）的数

据挖掘吸引了从事社交网站服务人员的注意 . 此
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类型的数据对数据的处理能力提出了更高的要

求，形式概念分析已无法高效地处理这类数据 .
三元概念分析是在形式背景中引入对象和属性的

条件语义后扩展而成，它针对三维数据表进行数

据分析，从中提炼出有意义的、简洁的知识 . 三元

概念分析不但具有形式概念分析的方法和技巧，

而且有其自身的独特性 .
定义 3

［1］ 称 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，其中 K 1，K 2，K 3为非空集合，Y为 K 1，K 2，K 3之

间的关系，即 Y ⊆ K 1× K 2× K 3. 分别称 K 1，K 2，

K 3为对象集、属性集和条件集 . 分别称 K 1，K 2，K 3

的元素为对象、属性和条件 .
若对象 g、属性 m和条件 b具有关系 Y，则记

为 ( g，m，b )∈Y，表 示 对 象 g 在 条 件 b 下 具 有

属性m.
设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，{ }i，j，k =

{ }1，2，3 ，且 j< k，X ⊆ Ki，Z⊆ Kj× Kk，Lehmann
and Wille［1］定义了（i）⁃诱导算子：

X ( i ) = { |( aj,ak )∈Kj× Kk ∀ai ∈Ki,

}ai,aj,ak具有关系Y
(5)

Z ( i ) = { |ai ∈Ki }∀ ( aj,ak )∈ Z, ai,aj,ak具有关系Y (6)

（i）⁃ 诱 导 算 子 相 当 于 形 式 背 景 K ( i ) =
( )Ki，Kj× Kk，Y ( i ) 上 的 ' 算 子 ，其 中 ∀ai ∈ Ki，

aj ∈ Kj，ak ∈ Kk，有 aiY ( i ) ( aj，ak )等价于 ai，aj，ak 具
有关系Y.

∀Xi⊆ Ki，Xj⊆ Kj，Ak⊆ Kk，定 义 ( i，j，Ak ) ⁃
诱导算子如下：

Xi
( )i,j,Ak = { |aj ∈Kj ∀ ( ai,ak )∈ Xi× Ak,

}ai ,aj,ak具有关系Y
(7)

Xj
( i,j,Ak ) = { |ai ∈Ki ∀ ( aj,ak )∈ Xj× Ak,

}ai ,aj,ak具有关系Y
(8)

( i，j，Ak ) ⁃诱导算子相当于形式背景 K ij
Ak=

( )Ki，Kj，Y ij
Ak 上的 '算子，其中 ( ai，aj )∈Y ij

Ak 等价于

∀ak ∈Ak，ai，aj，ak具有关系Y.
定义 4

［1］ 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，称 ( A 1，A 2，A 3 )为三元背景 K的一个三元概

念 . 如果对{ }i，j，k = { }1，2，3 ，j< k，且 Ai⊆ Ki有

Ai=( Aj× Ak )( i )，分别称 A 1，A 2，A 3 为该三元概

念的外延、内涵和方式 .
三元背景 Κ的所有三元概念构成的集合记

为 ℑ ( Κ ).
根据定义 4和式（6）容易验证以下结论成立：

（1）∀ ( A 1，A 2，A 3 )∈ℑ ( Κ )，∀xl∈Kl，l∈{ }1，2，3，
若 ( x 1，x2，x3 )∈ ( A 1，A 2，A 3 )则 ( x 1，x2，x3 )∈Y.

（2） ∀ ( A 1，A 2，A 3 )，( B 1，B 2，B 3 )∈ ℑ ( Κ )，若

Ai⊆ Bi，Aj⊆ Bj则Ak⊇ Bk，{ }i，j，k = { }1，2，3 .
Lehmann and Wille［1］给出了构造三元概念的

方法：∀Xi⊆ Ki,Xk⊆ Kk,{ }i,j,k = { }1,2,3 ，定义

Aj≕ Xi
( i,j,Xk ),Ai≕ Aj

( i,j,Xk ),Ak≕ ( Ai× Aj )( k )， 则

( A 1,A 2,A 3 )∈ ℑ ( Κ ).
王霞等［13］在三元背景中定义了对象 ⁃条件三

元概念，提出了一种基于对象⁃条件三元概念生成

三元概念的简便方法 . 三元背景在经典形式背景

（二元背景）上添加条件集，它可以描述在哪些条

件下一个对象具有某个属性．一个三元背景由它

的每一个非空条件子集可以确定一个二元背景 .
李俊余等［14］研究了三元概念和经典形式概念（二

元概念）之间的关系，定义了二元概念到三元概念

的双射，从二元背景出发描述三元概念，并基于三

元概念提出了由每个条件确定的二元背景的二元

概念的方法．王霞等［15］基于三元背景构造了条件

属性蕴含形式背景，定义了形式概念、对象定向概

念和属性定向概念，并给出了相应的概念格 .

2 三元因子分析

设 A是一个 n× k布尔矩阵，B是一个 k× m
布尔矩阵，则布尔矩阵乘积 A ∘B是一个 n× m布

尔矩阵，定义如下：

( A ∘B ) ij= ∨
l= 1

k
A il ⋅B lj

其中“∨”为逻辑或，“⋅”为逻辑与 .
设 C为一个 n× m布尔矩阵 . 若存在 n× k布

尔矩阵 A和 k× m布尔矩阵 B使得 C= A ∘B，则
称 C是可因子分解的 .

定义 5

［11］ 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景 ，若 ∃F⊆ℑ( Κ ) 使 Y= ∪
( A，B，C )∈F

A×B×C，
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则称 F 为三元背景 Κ的一个因子分解 . 若 F 的基

|| F 最小，则称 F 为三元背景 Κ的一个最优因子分

解，称 F中的元素为三元背景 Κ的（最优）因子 .
布尔 3d⁃矩阵（简称 3d⁃矩阵）是一个长方体

Bp× q× r，其 元 素 bijk ∈ { }0，1 ， i∈ { }1，2，⋯，p ，

j∈ { }1，2，⋯，q ，k∈ { }1，2，⋯，r . 对于一个 3d⁃矩
阵 Bp× q× r，记 B= B 1 ||⋯ Br，其中 Bk，k∈ { }1，⋯，r

为 p× q布尔矩阵，称其为分层 .
定义 6

［11］ 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景 ，称 因 子 ( A 1，A 2，A 3 )是 强 制 性 的 当 且 仅 当

∃( g，m，b )∈Y 使 得 ( A 1，A 2，A 3 ) 是 唯 一 满 足

( g，m，b )∈ ( A 1，A 2，A 3 )的三元概念 .
定义 7

［11］ 设 P是一个 p× n布尔矩阵，Q是

一个 q× n布尔矩阵，R是一个 r× n布尔矩阵，布

尔 3d⁃矩阵乘积（简称为 3d⁃矩阵乘积）定义如下：

( P ∘Q ∘R ) ijk= ∨
l= 1

n
P il ⋅Q jl ⋅R kl

其 中 ，i∈ { }1，2，⋯，p ，j∈ { }1，2，⋯，q ，k∈ {1，2，
}⋯，r .
关于3d⁃矩阵乘积有如下两种等价的表示形式［11］：

( 1 ) ( P ∘Q ∘R ) ijk= ( P∗Q ∘R ) ijk= ∨
l= 1

n

( P∗

Q ) ( ij ) l ⋅R kl，其中 ( P∗Q ) ( ij ) l= P il ⋅Q jl.

( 2 ) ( P ∘Q ∘R ) ijk= ( P ∘Q∗R ) ijk= ∨
l= 1

n

P il ⋅

(Q∗R ) ( jk ) l，其中 (Q∗R ) ( jk ) l= Q jl ⋅R kl.
设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，以下假

设 K 1 = { }1，2，⋯，p ， K 2 = { }1，2，⋯，q ， K 3 =
{ }1，2，⋯，r ，并将三元背景中“×”的位置记为 1，
没有“×”的位置记为 0，则三元背景可看作是一

个 3d⁃矩阵 B p× q× r.
记：

F = { }( A 1，B1，C 1 )，⋯，( An，Bn，Cn ) ⊆ ℑ ( Κ )

Belohlavek［11］定义矩阵A F，BF，CF：

( AF ) il= {1, i∈Al

0, i∉Al
,1≤ i≤ p, 1≤ l≤ n (9)

( BF ) jl= {1, j∈ Bl0, j∉ Bl
,1≤ j≤ q, 1≤ l≤ n (10)

(CF ) kl= {1, k∈ Cl

0, k ∉ Cl
,1≤ k≤ r, 1≤ l≤ n (11)

定理 1

［11］ 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，B是对应的 3d⁃矩阵，则 ∃F ⊆ ℑ( Κ )使得 B=
A F ∘BF ∘CF，其 中 A F，BF，CF 按 式（9）至 式（11）
构造 .

引理 1 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，

B是对应的 3d⁃矩阵，则 F ⊆ ℑ( Κ )为三元背景 Κ

的一个因子分解当且仅当 B= A F ∘BF ∘CF.
证明 根据定义 5知，F为三元背景 Κ的一个

因子分解当且仅当 Y = ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F

Ai× Bi× Ci. 即

( i，j，k )∈Y 当 且 仅 当 存 在 ( Al，Bl，Cl )∈ F 使 得

( i，j，k )∈Al× Bl× Cl. 由 式（9）至 式（11）知 ，

( i，j，k )∈Al× Bl× Cl 等价于 ( A F ) il= 1，( BF ) jl=
1，(CF ) kl= 1. 这 等 价 于 ( A F∗BF ) ( ij ) l=( A F ) il ⋅
( BF ) jl= 1，且 ( A F∗BF ) ( ij ) l ⋅(CF ) kl= 1，即 ( A F∗
BF ∘CF ) ijk= 1. 因此等价于 B= A F ∘BF ∘CF.

证毕 .
定理 2

［11］ 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，F ⊆ ℑ( Κ )，B是对应的 3d⁃矩阵 . ( A 1，A 2，A 3 )
是因子分解 B= A F ∘BF ∘CF 的强制性因子当且仅

当 ∃xl ∈ Kl，l ∈ { }1，2，3 使得：

( A 1,A 2,A 3 )=

( )x ( 1,2,x3 ) ( 1,2,x3 )1 ,x ( 1,2,x3 )1 ,( )x ( 1,2,x3 ) ( 1,2,x3 )1 × x ( 1,2,x3 )1
( 3 )
=

(12)

(x ( 1,2,x3 )2 ,x ( 1,2,x3 ) ( 1,2,x3 )2 ,( )x ( 1,2,x3 )2 × x ( 1,2,x3 ) ( 1,2,x3 )2
( 3 )) =
(13)

(x ( 1,3,x2 ) ( 1,3,x2 )1 ,( )x ( 1,3,x2 ) ( 1,3,x2 )1 × x ( 1,3,x2 )1
( 2 )
,x ( 1,3,x2 )1 ) =

(14)

(x ( 1,3,x2 )3 ,( )x ( 1,3,x2 )3 × x ( 1,3,x2 ) ( 1,3,x2 )3
( 2 )
,x ( 1,3,x2 ) ( 1,3,x2 )3 ) =

(15)

(( )x ( 2,3,x1 ) ( 2,3,x1 )2 × x ( 2,3,x1 )2
( 1 )
,x ( 2,3,x1 ) ( 2,3,x1 )2 ,x ( 2,3,x1 )2 ) =

(16)

(( )x ( 2,3,x1 )3 × x ( 2,3,x1 ) ( 2,3,x1 )3
( 1 )
,x ( 2,3,x1 )3 ,x ( 2,3,x1 ) ( 2,3,x1 )3 )

(17)
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引理 2 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，

F ⊆ ℑ( Κ ) 是 三 元 背 景 Κ 的 一 个 因 子 分 解 ，

( A 1，A 2，A 3 )是 F的强制性因子 . 则有：

（1）若 ( g，m，b )∈Y使得 ( A 1，A 2，A 3 )是唯一

满足 ( g，m，b )∈ ( A 1，A 2，A 3 )的三元概念，则：

( A 1,A 2,A 3 )=

(g ( 1,2,b ) ( 1,2,b ),g ( 1,2,b ),( )g ( 1,2,b ) ( 1,2,b )× g ( 1,2,b )
( 3 )) =

(m ( 1,2,b ),m ( 1,2,b ) ( 1,2,b ),( )m ( 1,2,b )× m ( 1,2,b ) ( 1,2,b ) ( 3 )) =
(g ( 1,3,m ) ( 1,3,m ),( )g ( 1,3,m ) ( 1,3,m )× g ( 1,3,m )

( 2 )
,g ( 1,3,m )) =

(b( 1,3,m ),( )b( 1,3,m )× b( 1,3,m ) ( 1,3,m )
( 2 )
,b( 1,3,m ) ( 1,3,m )) =

(( )m ( 2,3,g ) ( 2,3,g )× m ( 2,3,g ) ( 1 ),m ( 2,3,g ) ( 2,3,g ),m ( 2,3,g )) =
(( )b( 2,3,g )× b( 2,3,g ) ( 2,3,g )

( 1 )
,b( 2,3,g ),b( 2,3,g ) ( 2,3,g ))

（2）若 ∃xl ∈ Kl，l ∈ { }1，2，3 使 式（12）至 式

（17）成立，则 ( x 1，x2，x3 )∈Y使 ( A 1，A 2，A 3 )是唯

一满足 ( x 1，x2，x3 )∈ ( A 1，A 2，A 3 )的三元概念 .
证明 （1）若 ( g，m，b )∈Y使 ( A 1，A 2，A 3 )是

唯一满足 ( g，m，b )∈ ( A 1，A 2，A 3 )的三元概念，则

由定义 4容易验证：

(g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )，g ( 1，2，b )，( )g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )× g ( 1，2，b )
( 3 )) ∈ ℑ( Κ )

根据式（7）和式（8）可知，∀ ( g，m，b )∈Y 有

g ∈ g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )，m ∈ g ( 1，2，b )，且 ∀g0 ∈ g ( 1，2，b ) ( 1，2，b ) 有

g0 (1，2，b )⊇ g ( 1，2，b ). 因此，∀m 0 ∈g ( 1，2，b ) 有 m 0 ∈g0 (1，2，b )，
即 ( g0，m 0，b )∈Y. 从 而 ， ∀g0 ∈ g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )，
∀m 0 ∈ g ( 1，2，b ) 有 ( g0，m 0，b )∈Y. 结合式（4）可知，

b∈ ( g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )× g ( 1，2，b ) )( 3 ). 于是：

( g，m，b )∈ (g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )， )g ( 1，2，b )，( )g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )× g ( 1，2，b )
( 3 )

因此，

( A 1，A 2，A 3 )=

(g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )，g ( 1，2，b )，( )g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )× g ( 1，2，b )
( 3 ))

成立 .
类似地可以验证：

( A 1,A 2,A 3 ) =

(m ( 1,2,b ),m ( 1,2,b ) ( 1,2,b ),( )m ( 1,2,b )× m ( 1,2,b ) ( 1,2,b ) ( 3 )) =
(g ( 1,3,m ) ( 1,3,m ),( )g ( 1,3,m ) ( 1,3,m )× g ( 1,3,m )

( 2 )
,g ( 1,3,m )) =

(b( 1,3,m ),( )b( 1,3,m )× b( 1,3,m ) ( 1,3,m )
( 2 )
,b( 1,3,m ) ( 1,3,m )) =

(( )m ( 2,3,g ) ( 2,3,g )× m ( 2,3,g ) ( 1 ),m ( 2,3,g ) ( 2,3,g ),m ( 2,3,g )) =
(( )b( 2,3,g )× b( 2,3,g ) ( 2,3,g )

( 1 )
,b( 2,3,g ),b( 2,3,g ) ( 2,3,g ))

（2）若 ∃xl ∈ Kl，l ∈ { }1，2，3 使 式（12）至 式

（17）成立，显然 x1 ∈ x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )1 ，x2 ∈ x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )2 ，

x3 ∈x ( 1，3，x2 )( 1，3，x2 )3 . 又根据式（12）至式（17）可得 A 1=
x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )1 ，A 2 = x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )2 ，A 3 = x ( 1，3，x2 )( 1，3，x2 )3 ，所

以 ( x 1，x2，x3 )∈( A 1，A 2，A 3 )，∀ ( B 1，B 2，B 3 )∈ℑ ( Κ ).
若( x 1，x2，x3 )∈( B 1，B 2，B 3 )，则根据定义 4、式（7）和

式 （8） 可 知 ， B 2 = B ( 1，2，B3 )1 ⊆ x ( 1，2，x3 )1 ， B 1 =
B ( 1，2，B3 )2 ⊆ x ( 1，2，x3 )2 ，B 3 =B ( 1，3，B2 )1 ⊆ x ( 1，3，x2 )1 . 又根据式

（12） 至 式 （17） 可 知 ， ( A 1，A 2，A 3 )=
(x ( 1，2，x3 )2 ，x ( 1，2，x3 )1 ，x ( 1，3，x2 )1 )，因此 Bl⊆Al，l ∈ { }1，2，3 ，

所以 ( B 1，B 2，B 3 )= ( A 1，A 2，A 3 ).
证毕 .
由定义 6、定理 1和引理 2可以直接得到下面

的结论 .
定理 3 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，

F ⊆ ℑ( Κ ) 是 三 元 背 景 Κ 的 一 个 因 子 分 解 ，

( A 1，A 2，A 3 )∈ ℑ ( Κ ). 则下列结论等价：

（1）( A 1，A 2，A 3 )是因子分解 F的强制性因子 .
（2）∃( g，m，b )∈Y使得 ( A 1，A 2，A 3 )是唯一满

足 ( g，m，b )∈ ( A 1，A 2，A 3 )的三元概念 .
( 3 )( A 1,A 2,A 3 )=

(g ( 1,2,b ) ( 1,2,b ),g ( 1,2,b ),( )g ( 1,2,b ) ( 1,2,b )× g ( 1,2,b )
( 3 )) =

( )m ( 1,2,b ),m ( 1,2,b ) ( 1,2,b ),( )m ( 1,2,b )× m ( 1,2,b ) ( 1,2,b ) ( 3 ) =

( )g ( 1,3,m ) ( 1,3,m ),( )g ( 1,3,m ) ( 1,3,m )× g ( 1,3,m )
( 2 )
,g ( 1,3,m ) =

( )b( 1,3,m ),( )b( 1,3,m )× b( 1,3,m ) ( 1,3,m )
( 2 )
,b( 1,3,m ) ( 1,3,m ) =

( )( )m ( 2,3,g ) ( 2,3,g )× m ( 2,3,g ) ( 1 ),m ( 2,3,g ) ( 2,3,g ),m ( 2,3,g ) =

( )( )b( 2,3,g )× b( 2,3,g ) ( 2,3,g )
( 1 )
,b( 2,3,g ),b( 2,3,g ) ( 2,3,g )
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推论 1 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，

F ⊆ ℑ( Κ ) 是 三 元 背 景 Κ 的 一 个 因 子 分 解 ，

( A 1，A 2，A 3 )∈ ℑ ( Κ ). 若 ∃l ∈ { }1，2，3 使 || Al = 1，
则 ( A 1，A 2，A 3 )是因子分解 F的强制性因子 .

3 三元概念的一种约简方法

下面利用三元因子分解对三元概念进行约简 .
3. 1 三元概念约简的定义

定义 8 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )是一个三元

背 景 ，F ⊆ ℑ( Κ ). 若 Y = ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F

Ai× Bi× Ci，

则称 F 为保持三元背景 Κ不变的三元概念协调

集 . 若进一步 ∀ ( A，B，C )∈ F都有：

Y ≠ ∪
( Ai,Bi,Ci )∈ F\{ }( A,B,C )

Ai× Bi× Ci

则称 F为保持三元背景 Κ不变的三元概念约简 .
由定义 5和定义 8可直接得到下面结论 .
推论 2 设 Κ为三元背景，F ⊆ ℑ( Κ ). 则 F 为

保持三元背景 Κ不变的三元概念协调集当且仅当

F为三元背景 Κ的一个因子分解 .
定理 4 设 Κ为三元背景，则总存在保持三

元背景 Κ不变的三元概念约简 .
证明 根据推论 2和定理 1知，总存在保持

三元背景 Κ不变的三元概念协调集，记为 F. 对
∀ ( A，B，C )∈ F，验证：

Y ≠ ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci

是否成立 . 若成立，则 F 为保持三元背景 Κ不变

的三元概念约简；若 ∃( A，B，C )∈ F，使得：

Y = ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci

则 F 不是保持三元背景 Κ不变的三元概念约简，

F\{ }( A，B，C ) 为保持三元背景 Κ不变的三元概

念协调集 . 对 F\{ }( A，B，C ) 重复上述过程，由于

K 1，K 2，K 3 均为有限集，所以 F 也为有限集，所以

总能找到一个三元概念约简 .
证毕 .
注 根据推论 2可知，寻找三元概念协调集

F ⊆ ℑ( Κ )有两种方法：一种是利用三元因子分

解，首先根据式（9）至式（11）构造 A F，BF，CF，再验

证 B= A F ∘BF ∘CF 成立；另一种是直接利用三元

概念约简的定义，首先计算 ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F

Ai× Bi× Ci，

再验证Y = ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F

Ai× Bi× Ci成立 .

推论 3 设 Κ为三元背景，F ⊆ ℑ( Κ )，B为对

应的 3d⁃矩阵 . 若 F为三元背景 Κ的三元概念协调

集，则 F必包含 B的强制性因子 .
例 1 表 1给出了三元背景 Κ=( K 1，K 2，K 3，

Y )，其中对象集 K 1 = { }1，2，3，4，5，6（左边第一

列表示对象），属性集 K 2 = { }1，2，3，4，5，6 ，条件

集K 3 = { }1，2，3 .

根据定义 4计算表 1三元背景 Κ的三元概念，

分别为：

C1≕ ( ){ }1,2,3,6 ,{ }3 ,K 3

C2≕ ( ){ }2,3 ,{ }2,3,4,6 ,K 3

C3≕ ( ){ }3 ,{ }1,2,3,4,6 ,{ }1,2

C4≕ ( ){ }3,4,5 ,{ }1,2,4,6 ,{ }1,2

C5≕ ( ){ }2,3,6 ,{ }3,4,6 ,K 3

C6≕ ( ){ }4,5 ,K 2,{ }2,3

C7≕ ( ){ }2,3,4,5 ,{ }2,4,6 ,K 3

C8≕ ( ){ }2,3,4,5,6 ,{ }4,6 ,K 3

C9≕ ( )K 1,∅,K 3

C10≕ ( )K 1,{ }3,4 ,{ }2,3

C11≕ ( ){ }2,3,4,5,6 ,{ }2,3,4,6 ,{ }2,3

C12≕ ( )∅,K 2,K 3

C13≕ ( ){ }3,4,5,6 ,K 2,{ }2

C14≕ ( ){ }2,4,5,6 ,{ }1,2,3,4,6 ,{ }3

表 1 三元背景Κ =( K

1

,K

2

,K

3

,Y )

Table 1 A triadic context Κ =( K

1

,K

2

,K

3

,Y )

1

2

3

4

5

6

1

1

0

0

1

1

1

0

2

0

1

1

1

1

0

3

1

1

1

0

0

1

4

0

1

1

1

1

1

5

0

0

0

0

0

0

6

0

1

1

1

1

1

2

1

0

0

1

1

1

1

2

0

1

1

1

1

1

3

1

1

1

1

1

1

4

1

1

1

1

1

1

5

0

0

1

1

1

1

6

0

1

1

1

1

1

3

1

0

1

0

1

1

1

2

0

1

1

1

1

1

3

1

1

1

1

1

1

4

1

1

1

1

1

1

5

0

0

1

1

1

0

6

0

1

1

1

1

1
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C15≕ ( )K 1,K 2,∅

C16≕ ( ){ }3,4,5 ,{ }2,3,4,5.6 ,{ }2,3

C17≕ ( ){ }4,5 ,{ }1,2,4,6 ,K 3
C18≕ ( ){ }4,5,6 ,{ }1,2,3,4,6 ,{ }2,3

图 1给出了三元概念的三元图表示，更直观

地描述了上述所有 18个三元概念 . 图 1最上面的

线图表示条件之间的关系，其中每一个圆圈表示

一个三元概念的方式，它包含该圆圈处所示的条

件及其右侧线段相连处圆圈所示的条件；左下方

的线图表示属性之间的关系，其中每一个圆圈表

示一个三元概念的内涵，它包含该圆圈处所示的

属性及其左上方线段相连处圆圈所示的属性；右

下方的线图表示对象之间的关系，其中每一个圆

圈表示一个三元概念的外延，它包含该圆圈处所

示的对象及其左下方线段相连处圆圈所示的对

象；正中三角形中的每一个圆圈表示一个三元概

念，它通过虚线分别与其外延、内涵和方式相连 .
如，正中间三角形中左上方第一个圆圈表示三元

概念 C9≕ ( )K 1，∅，K 3 ，从上面数第一行左侧第

二个圆圈表示三元概念 C10≕ (K 1，{ }3，4 ， ){ }2，3 .
容 易 验 证 ，( 1，3，1 )只 存 在 于 三 元 概 念 C1 中 ；

( 1，4，3 )只存在于三元概念 C10中；( 6，5，2 )只存

在于三元概念 C13中；( 2，1，3 )只存在于三元概念

C14中；( 3，5，3 )只存在于三元概念 C16中 . 因此，

C1，C10，C13，C14，C16均为强制性因子，并由定理

3可验证其他 13个三元概念均不是强制性因子 .
下面分别用三元因子分解法和三元概念约简

定义法计算表 1的三元概念约简 .
方法一：三元因子分解法

令 F1 = { }C1，C2，C4，C5，C10，C13，C14，C16 ，根

据式（9）至式（11）可得：

AF1
=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 1 0
0 1 1 1 1 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 1

BF1
=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

÷

÷

0 0 1 1 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1

CF1
= ( )1 0 0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1

计算得：

AF1
∗BF1

=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

0 0 1 0 0 0 | 0 0 1 1 0 0 |
0 0 1 0 0 0 | 0 0 1 1 0 0 |
0 0 1 0 0 0 | 0 0 1 1 0 0 |
0 0 0 0 0 0 | 0 0 1 1 0 0 |
0 0 0 0 0 0 | 0 0 1 1 0 0 |
0 0 1 0 0 0 | 0 0 1 1 0 0 |

0 0 0 0 0 0 | 0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 0 | 1 1 1 1 0 1 |
1 1 1 1 1 1 | 0 0 0 0 0 0 |
1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 0 1 |
1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 0 1 |
1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 0 1 |

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

0 0 0 0 0 0 | 0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 0 | 0 1 1 1 0 1 |
0 1 1 1 1 1 | 0 1 1 1 0 1 |
0 1 1 1 1 1 | 0 0 0 0 0 0 |
0 1 1 1 1 1 | 0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 0 | 0 0 0 0 0 0 |

0 0 0 0 0 0 | 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 | 0 0 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1 | 0 0 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1 | 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1 | 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 | 0 0 1 1 0 1

于是有：

图 1 三元概念 ℑ ( Κ )对应的三元图

Fig. 1 The triadic diagram of the triadic concept ℑ ( Κ )
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( AF1
∗BF1

) ∘CF1
=
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0 0 0 0 0 0

∨
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1 1 0 1 0 1 |
0 0 0 0 0 0 |

0 0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 0 0 |
1 1 0 1 0 1 |
1 1 0 1 0 1 |
1 1 0 1 0 1 |
0 0 0 0 0 0 |

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

∨
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ç
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ç
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ç
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ç

ç
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÷

÷

÷

÷

÷
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÷
÷

÷

÷

÷

0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1

| 0 0 0 0 0 0
| 0 0 1 1 0 1
| 0 0 1 1 0 1
| 0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0
| 0 0 1 1 0 1

| 0 0 0 0 0 0
| 0 0 1 1 0 1
| 0 0 1 1 0 1
| 0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0
| 0 0 1 1 0 1

=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
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÷
÷

÷

÷

÷

0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 1

| 0 0 1 1 0 0
| 0 1 1 1 0 1
| 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1

| 0 0 1 1 0 0
| 1 1 1 1 0 1
| 0 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 0 1

又因为三元背景对应的 3d⁃矩阵 B恰好为：

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
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÷
÷

÷

÷

÷

0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 1

| 0 0 1 1 0 0
| 0 1 1 1 0 1
| 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1

| 0 0 1 1 0 0
| 1 1 1 1 0 1
| 0 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 0 1

所以，B= A F ∘BF ∘CF. 即，F 1为表 1中三元背

景 Κ的三元概念协调集 .
类似地，可进一步验证：∀ ( Aj，Bj，Cj )∈ F 1，

( )A
F1 \{ }( Aj，Bj，Cj )

∗B
F1 \{ }( Aj，Bj，Cj )

∘C
F1 \{ }( Aj，Bj，Cj )

≠ Y

即 F 1为三元背景 Κ的三元概念约简 .
方法二：三元概念约简定义法

由于：

∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F1

Ai× Bi× Ci = {( 1，3，1 )，( 1，3，2 )，

( 1，4，2 )，( 1，4，3 )，( 2，2，1 )，( 2，3，1 )，( 2，4，1 )，
( 2，6，1 )，( 2，2，2 )，( 2，3，2 )，( 2，4，2 )，( 2，6，2 )，
( 2，1，3 )，( 2，2，3 )，( 2，3，3 )，( 2，4，3 )，( 2，6，3 )，
( 3，1，1 )，( 3，2，1 )，( 3，3，1 )，( 3，4，1 )，( 3，6，1 )，
( 3，1，2 )，( 3，2，2 )，( 3，3，2 )，( 3，4，2 )，( 3，5，2 )，
( 3，6，2 )，( 3，2，3 )，( 3，3，3 )，( 3，4，3 )，( 3，5，3 )，
( 3，6，3 )，( 4，1，1 )，( 4，2，1 )，( 4，4，1 )，( 4，6，1 )，
( 4，1，2 )，( 4，2，2 )，( 4，3，2 )，( 4，4，2 )，( 4，5，2 )，
( 4，6，2 )，( 4，1，3 )，( 4，2，3 )，( 4，3，3 )，( 4，4，3 )，
( 4，5，3 )，( 4，6，3 )，( 5，1，1 )，( 5，2，1 )，( 5，4，1 )，
( 5，6，1 )，( 5，1，2 )，( 5，2，2 )，( 5，3，2 )，( 5，4，2 )，
( 5，5，2 )，( 5，6，2 )，( 5，1，3 )，( 5，2，3 )，( 5，3，3 )，
( 5，4，3 )，( 5，5，3 )，( 5，6，3 )，( 6，3，1 )，( 6，4，1 )，
( 6，6，1 )，( 6，1，2 )，( 6，2，2 )，( 6，3，2 )，( 6，4，2 )，
( 6，5，2 )，( 6，6，2 )，( 6，1，3 )，( 6，2，3 )，( 6，3，3 )，
( 6，4，3 )， }( 6，6，3 ) = Y
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所以根据定义 8可知，F 1为三元背景 Κ的三

元概念协调集 . 进一步可验证，∀ ( Aj，Bj，Cj )∈ F 1，

∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }Aj，Bj，Cj

Ai× Bi× Ci ≠ Y

即 F 1为三元背景 Κ的三元概念约简 .
F 1对应的三元概念如图 2所示，其中正中间

三角形中黑点表示 F 1中的三元概念 . 令：

F2 = { C1，C2， }C4，C8，C10，C13，C14，C16
F3 = { C1， }C4，C5，C7，C10，C13，C14，C16
F4 = { C1, }C4,C7,C8,C10,C13,C14,C16
F5 = { C1, }C2,C3,C5,,C10,C13,C14,C16,C17
F6 = { C1, }C3,C5,C7,C10,C13,C14,C16,C17
F7 = { C1, }C2,C3,C8,C10,C13,C14,C16,C17
F8 = { C1， }C3，C7，C8，C10，C13，C14，C16，C17

则可验证 F 2，⋯，F 8 都是三元背景 Κ的三元概念

约简，且三元背景 Κ只有这八个三元概念约简 .
表 2是约简前后三元概念的对比，其中约简前共

有 18个三元概念，按 F 1，⋯，F 4约简后有八个三元

概念，按 F 5，⋯，F 8约简后有九个三元概念 .

3. 2 三元概念协调集的判定定理

定理 5 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，

F ⊆ ℑ( Κ )，G = ℑ(Κ )\F. 则以下结论等价：

（1）F为三元背景 Κ的三元概念协调集；

（2）∀H⊆ G，H ≠∅，

∪
( Ai，Bi，Ci )∈H

Ai× Bi× Ci ⊆ ∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj；

（3）∀ ( A，B，C )∈ G，

A× B× C⊆ ∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj.

证明 ( 1 )⇒ ( 2 ). 因为 F 为三元背景 Κ的三

元概念协调集，所以根据定义 8可得：

∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj = Y

又因为：

Y = ∪
( Ak，Bk，Ck )∈ G

Ak× Bk× Ck ∪

∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj

于是有：

∪
( Ak，Bk，Ck )∈ G

Ak× Bk× Ck ⊆ ∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj

由于 H⊆ G，H ≠∅，所以：

∪
( Ai，Bi，Ci )∈H

Ai× Bi× Ci ⊆ ∪
( Ak，Bk，Ck )∈ G

Ak× Bk× Ck

因此

∪
( Ai，Bi，Ci )∈H

Ai× Bi× Ci ⊆ ∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj

( 2 )⇒ ( 3 ). ∀ ( A，B，C )∈ G，令 H '= {(A，B，
})C ，则 H '⊆ G，H '≠ ∅. 根据（2）可知：

∪
( Ai，Bi，Ci )∈H '

Ai× Bi× Ci ⊆ ∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj

即：A× B× C⊆ ∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj.

( 3 )⇒ (1 ). 因为：

∀ ( A，B，C )∈ G，A×B×C⊆ ∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj×Bj× Cj

所以：

∪
( Ak，Bk，Ck )∈ G

Ak× Bk× Ck ⊆ ∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj

于是，

图 2 三元概念约简 F1对应的三元图

Fig. 2 The triadic diagram of the concept reduct F1

表 2 约简前后三元概念对比

Table 2 Comparison of triadic concepts before and after reduction

约简前三

元概念

C1,C2,
…,C18

约简后三元概念

约简 F1

C1,C2,C4,
C5,C10,C13,
C14,C16

约简 F2

C1,C2,C4,
C8,C10,C13,
C14,C16

约简 F3

C1,C4,C5,
C7,C10,C13,
C14,C16

约简 F4

C1,C4,C7,
C8,C10,C13,
C14,C16

约简 F5

C1,C2,C3,C5,
C10,C13,C14,
C16，C17

约简 F6

C1,C3,C5,C7,
C10,C13,C14,
C16，C17

约简 F7

C1,C2,C3,C8,
C10,C13,C14,
C16，C17

约简 F8

C1,C3,C7,C8,
C10,C13,C14,
C16，C17
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Y = ∪
( Ak，Bk，Ck )∈ G

Ak× Bk× Ck ∪

∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj ⊆ ∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj

因此，

Y = ∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj

即 F为三元背景 Κ的三元概念协调集 .
证毕 .
根据定义 8和定理 5可得如下三元概念约简

的充要条件 .
定理 6 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，

F ⊆ ℑ( Κ )，G= ℑ( Κ ) \F. 则 F 为三元背景 Κ的三

元概念约简当且仅当 ∀ ( A，B，C )∈ G，

A× B× C⊆ ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F

Ai× Bi× Ci

且 ∀ ( Al，Bl，Cl )∈ F，

∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F\{ }( Al，Bl，Cl )

Aj× Bj× Cj ≠

∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F

Ai× Bi× Ci

定义 9 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，

∀xl ∈ Kl，l ∈ { }1，2，3 ，称：

(x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )1 ，x ( 1，2，x3 )1 ，( )x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )1 × x ( 1，2，x3 )1
( 3 ))

为关于对象 x1和条件 x3的对象 ⁃条件三元概念 .

称：(x ( 1，2，x3 )2 ，x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )2 ，( )x ( 1，2，x3 )2 × x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )2
( 3 ))

为关于属性 x2和条件 x3的属性 ⁃条件三元概念 .

称：(x ( 1，3，x2 ) ( 1，3，x2 )1 ，( )x ( 1，3，x2 ) ( 1，3，x2 )1 × x ( 1，3，x2 )1
( 2 )
，x ( 1，3，x2 )1 )

为关于对象 x1和属性 x2的对象 ⁃属性三元概念 .

称：(x ( 1，3，x2 )3 ，( )x ( 1，3，x2 )3 × x ( 1，3，x2 ) ( 1，3，x2 )3
( 2 )
，x ( 1，3，x2 ) ( 1，3，x2 )3 )

为关于条件 x3和属性 x2的条件 ⁃属性三元概念 .

称：(( )x ( 2，3，x1 ) ( 2，3，x1 )2 × x ( 2，3，x1 )2
( 1 )
，x ( 2，3，x1 ) ( 2，3，x1 )2 ，x ( 2，3，x1 )2 )

为关于属性 x2和对象 x1的属性⁃对象三元概念 .

称：(( )x ( 2，3，x1 )3 × x ( 2，3，x1 ) ( 2，3，x1 )3
( 1 )
，x ( 2，3，x1 )3 ，x ( 2，3，x1 ) ( 2，3，x1 )3 )

为关于条件 x3和对象 x1的条件⁃对象三元概念 .
注

(x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )1 ，x ( 1，2，x3 )1 ，( )x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )1 × x ( 1，2，x3 )1
( 3 ))

与

(( )x ( 2，3，x1 )3 × x ( 2，3，x1 ) ( 2，3，x1 )3
( 1 )
，x ( 2，3，x1 )3 ，x ( 2，3，x1 ) ( 2，3，x1 )3 )

不一定相等 . 如，在例 1中取 x1 = 1，x3 = 1，则：

(x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )1 ，x ( 1，2，x3 )1 ，( )x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )1 × x ( 1，2，x3 )1
( 3 )) =

( ){ }3，4，5 ，{ }1，2，4，6 ，{ }1，2

而

(( )x ( 2，3，x1 )3 × x ( 2，3，x1 ) ( 2，3，x1 )3
( 1 )
，x ( 2，3，x1 )3 ，x ( 2，3，x1 ) ( 2，3，x1 )3 ) =

( ){ }4，5 ，{ }1，2，4，6 ，K 3

同样的，

(x ( 1，3，x2 ) ( 1，3，x2 )1 ，( )x ( 1，3，x2 ) ( 1，3，x2 )1 × x ( 1，3，x2 )1
( 2 )
，x ( 1，3，x2 )1 )

与

(( )x ( 2，3，x1 ) ( 2，3，x1 )2 × x ( 2，3，x1 )2
( 1 )
，x ( 2，3，x1 ) ( 2，3，x1 )2 ，x ( 2，3，x1 )2 )

不一定相等；

(x ( 1，2，x3 )2 ，x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )2 ，( )x ( 1，2，x3 )2 × x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )2
( 3 ))

与

(x ( 1，3，x2 )3 ，( )x ( 1，3，x2 )3 × x ( 1，3，x2 ) ( 1，3，x2 )3
( 2 )
，x ( 1，3，x2 ) ( 1，3，x2 )3 )

不一定相等 .
记：

OC ( Κ )=

{ |

|
||(x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )1 ，x ( 1，2，x3 )1 ，( )x ( 1，2，x3 ) ( 1，2，x3 )1 × x ( 1，2，x3 )1

( 3 ))
x1 ∈K 1，x3 ∈K 3}

AC ( Κ )=

{ |

|
||(x ( 1,2,x3 )2 ,x ( 1,2,x3 ) ( 1,2,x3 )2 ,( )x ( 1,2,x3 )2 × x ( 1,2,x3 ) ( 1,2,x3 )2

( 3 ))
x2 ∈K 2,x3 ∈K 3}

OA ( Κ )=

{ |

|
||(x ( 1,3,x2 ) ( 1,3,x2 )1 ,( )x ( 1,3,x2 ) ( 1,3,x2 )1 × x ( 1,3,x2 )1

( 2 )
,x ( 1,3,x2 )1 )

x1 ∈K 1,x2 ∈K 2}
CA ( Κ )=

{ |

|
||(x ( 1,3,x2 )3 ,( )x ( 1,3,x2 )3 × x ( 1,3,x2 ) ( 1,3,x2 )3

( 2 )
,x ( 1,3,x2 ) ( 1,3,x2 )3 )

x2 ∈K 2,x3 ∈K 3}
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AO ( Κ )=

{ |

|
||(( )x ( 2,3,x1 ) ( 2,3,x1 )2 × x ( 2,3,x1 )2

( 1 )
,x ( 2,3,x1 ) ( 2,3,x1 )2 ,x ( 2,3,x1 )2 )

x1 ∈K 1,x2 ∈K 2}
CO ( Κ )=

{ |

|
||(( )x ( 2,3,x1 )3 × x ( 2,3,x1 ) ( 2,3,x1 )3

( 1 )
,x ( 2,3,x1 )3 ,x ( 2,3,x1 ) ( 2,3,x1 )3 )

x1 ∈K 1,x3 ∈K 3}
定义 9给出了六类特殊的三元概念，下面考

虑这六类三元概念与三元概念协调集的关系 .
定理 7 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，

则 OC ( Κ )，AC ( Κ )，OA ( Κ )，CA ( Κ )，AO ( Κ )和
CO ( Κ )均为三元背景 Κ的三元概念协调集 .

证明 因为 ∀ ( g，m，b )∈Y有：

( g，m，b )∈

(g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )，g ( 1，2，b )，( )g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )× g ( 1，2，b )
( 3 ))

且有

(g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )，g ( 1，2，b )，( )g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )× g ( 1，2，b )
( 3 )) ∈

OC ( Κ )

所以

( g，m，b )∈ ∪
( Ai，Bi，Ci )∈OC ( Κ )

Ai× Bi× Ci

即，OC ( Κ )为三元背景 Κ的三元概念协调集 .
类似地可以证明 AC ( Κ )，OA ( Κ )，CA ( Κ )，

AO ( Κ )，CO ( Κ )也都是三元背景 Κ的三元概念

协调集 .
证毕 .
由定理 2可直接得到以下结论：

推论 4 设Κ为三元背景，( A 1，A 2，A 3 )∈ℑ ( Κ )
是强制性因子当且仅当

( A 1，A 2，A 3 )∈
OC ( Κ )∩AC ( Κ )∩OA ( Κ ) ∩
CO ( Κ )∩ CA ( Κ )∩AO ( Κ )

例 2（续例 1） 根据式（7）和式（8）计算表 1中
三元背景的六类三元概念，得：

OC ( Κ )= {C1,C2,C3,C4,C5,C6,C10,C13,
C14,C16}

AC ( Κ )= {C1,C4,C7,C8,C10,C11,C12,C13,
C14,C16}

OA ( Κ )= {C1,C4,C7,C8,C10,C11,C13,C14,
C15,C16,C17,C18}

CA ( Κ )= {C1,C4,C7,C8,C10,C11,C12,C13,
C14,C16}

AO ( Κ )= {C1,C2,C3,C5,C6,C10,C13,C14,
C16,C17,C18}

CO ( Κ )= {C1,C2,C3,C5,C6,C10,C13,C14,
C16,C17}

对比例 1的八个约简容易得出：
F1 ⊂ OC ( Κ ),F4 ⊂ AC ( Κ ),F4 ⊂ OA ( Κ ),

F4 ⊂ CA ( Κ ),F5 ⊂ AO ( Κ ),F5 ⊂ CO ( Κ )
所以 OC ( Κ )，AC ( Κ )，OA ( Κ )，CA ( Κ )，AO ( Κ )，
CO ( Κ )均为表 1中三元背景 Κ的三元概念协调

集 . 且
OC ( Κ )∩AC ( Κ )∩OA ( Κ ) ∩ CO ( Κ )∩ CA ( Κ )∩

AO ( Κ )= {C1，C10，C13，C14，C16}

恰好为三元背景 Κ的所有强制性因子 .
3. 3 三元概念特征 根据表 2可知，三元概念

C1，C10，C13，C14，C16属于所有的约简，而三元

概念 C6，C9，C11，C12，C15，C18不属于任意一个

约简，其余的每一个三元概念必属于某个约简且

存在某个约简不包含该三元概念 . 也就是说，在

保持三元背景中所有三元关系不变时有些三元概

念是必不可少的，如 C1，C10，C13，C14，C16；有
些 三 元 概 念 是 绝 对 不 必 要 的 ，如 C6，C9，C11，
C12，C15，C18；有些三元概念是相对必要的，如

C2，C3，⋯，C5等 . 本节将详细研究三元概念的这

些特征 .
定义 10 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为 三 元 背

景，记 T = { }|F i i∈ τ，τ为指标集 为三元背景 Κ的

三元概念约简的集合，现将三元概念分为以下

三类：

（1）核心三元概念集 C = ∩
i∈ τ

F i；

（2）相对必要三元概念集 K=∪
i∈ τ

F i-∩
i∈ τ

F i；

（3）不必要三元概念集 U= ℑ( Κ )- ∪
i∈ τ

F i.

定理 8 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )是一个三元

背景，记 T= { }|F i i∈ τ，τ为指标集 为三元背景 Κ
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的三元概念约简的集合，( A，B，C )∈ ℑ ( Κ )，则下

列结论等价：

（1）( A，B，C )为核心三元概念；

（2） ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ ℑ ( Κ ) \{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci ≠ Y；

（3）∃( g，m，b )∈Y使得 ( A，B，C )是唯一满足

( g，m，b )∈ ( A，B，C )的三元概念；

（4）( A，B，C )是强制性因子；

（5）
( A,B,C )=

(g ( 1,2,b ) ( 1,2,b ),g ( 1,2,b ),( )g ( 1,2,b ) ( 1,2,b )× g ( 1,2,b )
( 3 )) =

(m ( 1,2,b ),m ( 1,2,b ) ( 1,2,b ),( )(m ( 1,2,b )× m ( 1,2,b ) ( 1,2,b ) )
( 3 )) =

( )g ( 1,3,m ) ( 1,3,m ),( )g ( 1,3,m ) ( 1,3,m )× g ( 1,3,m )
( 2 )
,g ( 1,3,m ) =

( )b( 1,3,m ),( )b( 1,3,m )× b( 1,3,m ) ( 1,3,m )
( 2 )
,b( 1,3,m ) ( 1,3,m ) =

( )( )m ( 2,3,g ) ( 2,3,g )× m ( 2,3,g ) ( 1 ),m ( 2,3,g ) ( 2,3,g ),m ( 2,3,g ) =

( )( )b( 2,3,g )× b( 2,3,g ) ( 2,3,g )
( 1 )
,b( 2,3,g ),b( 2,3,g ) ( 2,3,g )

即

( A，B，C )∈
OC ( Κ )∩AC ( Κ )∩OA ( Κ ) ∩
CA ( Κ )∩AO ( Κ )∩ CO ( Κ )

.

证明 ( 1 )⇒ ( 2 ). 若 ( A，B，C )为核心三元概

念，则根据定义 10知，对任意的三元背景 Κ的三

元概念约简 F 都有 ( A，B，C )∈ F. 并且由定义 8
可得：

Y = ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F

Ai× Bi× Ci ≠

∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci

若：

Y = ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ ℑ ( Κ ) \{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci

则存在三元概念约简 F 0 ⊆ ℑ ( Κ ) \{ }( A，B，C ) ，矛
盾！所以：

∪
( Ai，Bi，Ci )∈ ℑ ( Κ ) \{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci ≠ Y

( 2 )⇒ ( 3 ). 由于：

∪
( Ai，Bi，Ci )∈ ℑ ( Κ ) \{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci ≠ Y

则必存在 ( g，m，b )∈Y使得：

( g，m，b )∉ ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ ℑ ( Κ ) \{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci

因此 ( g，m，b )∈( A，B，C )且 ∀ ( A 0，B 0，C 0 )∈ℑ ( Κ )，
若 ( A 0，B 0，C 0 )≠( A，B，C )则 ( g，m，b )∉ ( A 0，B 0，

C 0 ). 即 ( A，B，C )是唯一满足 ( g，m，b )∈ ( A，B，C )
的三元概念 .

由定理 3可知，( 3 )⇒ ( 4 )和 ( 4 )⇒ ( 5 )成立 .
( 5 )⇒ (1 ). 若：

( A，B，C )=

(g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )，g ( 1，2，b )，( )g ( 1，2，b ) ( 1，2，b )× g ( 1，2，b )
( 3 )) =

(m ( 1，2，b )，m ( 1，2，b ) ( 1，2，b )，( )m ( 1，2，b )× m ( 1，2，b ) ( 1，2，b ) ( 3 )) =
( )g ( 1，3，m ) ( 1，3，m )，( )g ( 1，3，m ) ( 1，3，m )× g ( 1，3，m )

( 2 )
，g ( 1，3，m ) =

( )b( 1，3，m )，( )b( 1，3，m )× b( 1，3，m ) ( 1，3，m )
( 2 )
，b( 1，3，m ) ( 1，3，m ) =

( )( )m ( 2，3，g ) ( 2，3，g )× m ( 2，3，g ) ( 1 )，m ( 2，3，g ) ( 2，3，g )，m ( 2，3，g ) =

( )( )b( 2，3，g )× b( 2，3，g ) ( 2，3，g )
( 1 )
，b( 2，3，g )，b( 2，3，g ) ( 2，3，g )

由 定 理 3 知 ， ( g，m，b )∈Y 满 足

( g，m，b )∈( A，B，C ) 且 ∀ ( A 0，B 0，C 0 )∈ ℑ ( Κ )，若

( g，m，b )∈( A 0，B 0，C 0 )，则 ( A 0，B 0，C 0 )= ( A，B，
C ). 又因为对任意三元概念约简 F，

Y = ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F

Ai× Bi× Ci

所以，

( g，m，b )∈ ∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F

Ai× Bi× Ci

于是 ∃( Al，Bl，Cl )∈ F 使得 ( g，m，b )∈ ( Al，Bl，Cl )，
因此 ( Al，Bl，Cl )= ( A，B，C )，即 ( A，B，C )∈ F，所

以 ( A，B，C )为核心三元概念 .
证毕 .
定理 9 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，

S 为三元背景 Κ的三元概念协调集构成的集合 .
( A，B，C )∈ ℑ ( Κ )为不必要三元概念当且仅当

A× B× C⊆ ∩
F ∈ S

{ }∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci

证明 充分性 . 因为：

A× B× C⊆ ∩
F ∈ S

{ }∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci

所以 ∀ ( g，m，b )∈ ( A，B，C )有：
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( g，m，b )∈ ∩
F ∈ S

{ }∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci

即 ，对 任 意 的 三 元 概 念 协 调 集 F，必 存 在

( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C ) 使 得 ( g，m，b )∈ ( Ai，

Bi，Ci )，所以：

∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci =

∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj = Y

则 F\ { ( A，B，C ) }∈ S. 因此，( A，B，C )必不属于

任何的三元概念约简 . 即，( A，B，C )为不必要三

元概念 .
必要性 . 若 ( A，B，C )为不必要三元概念，则

对任意的三元概念协调集 F，

∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci =

∪
( Aj，Bj，Cj )∈ F

Aj× Bj× Cj = Y

所 以 ∀ ( g，m，b )∈ ( A，B，C )必 存 在 ( Ai，Bi，Ci )∈
F\{ }( A，B，C ) 使得 ( g，m，b )∈ ( Ai，Bi，Ci )，因此：

( g，m，b )∈ ∩
F ∈S

{ }∪
( Ai，Bi，Ci )∈F\{ }( A，B，C )

Ai×Bi×Ci

即：

A× B× C⊆ ∩
F ∈ S

{ }∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci

证毕 .
由定义 10、定理 8和定理 9可直接得到相对

必要三元概念的充要条件 .
定理 10 设 Κ=( K 1，K 2，K 3，Y )为 三 元 背

景，S 为三元背景 Κ的三元概念协调集构成的集

合 . ( A，B，C )∈ ℑ ( Κ )为相对必要三元概念当且

仅当：

∪
( Ai，Bi，Ci )∈ ℑ ( Κ ) \{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci = Y

且

A× B× C⊄ ∩
F ∈ S

{ }∪
( Ai，Bi，Ci )∈ F\{ }( A，B，C )

Ai× Bi× Ci

例 3（续例 1） 根据定理 8至定理 10可将例 1
中的 18个三元概念分类如下：

核心三元概念集：

C = {C1，C10，C13，C14，C16}

相对必要三元概念集：

K = {C2，C3，C4，C5，C7，C8，C17}

不必要三元概念集：

U = {C6，C9，C11，C12，C15，C18}

4 结 论

本文考虑在保持三元背景不变的前提下利用

三元因子分解对三元概念进行约简 . 该方法保留

尽可能少的三元概念，同时又用这些三元概念完

整的反映原始三元背景中包含的数据间的关系 .
Tang et al［16］定义了三元决策形式背景，并基

于蕴含规则提出了三元概念的属性约简的定义和

方法 . 该方法使原有的约束决策规则更加紧凑，

能更好地对数据进行决策分析，但可能会丢失形

式背景中的部分信息 . 如何将三元因子分析与三

元决策形式背景相结合考虑三元概念的简化以及

基于可辨识矩阵的三元概念约简的方法与算法设

计将是我们进一步要研究的问题 .
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