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摘 要：自相似特性是复杂网络研究的重点，分形维数是度量其自相似特性的重要工具 . 针对带权图中节点权重与边权

重可以为正实数、负实数、纯虚数及复数等多种不同数值的情形，给出各种不同带权图的多重分形维数，讨论了带权图的

多重分形特性 . 研究表明，在不同类型的带权图中，除节点权重及边权重均为正实数的情形之外，其他类型的带权图均具

有多重分形特性 . 最后分析了这些带权图多重分形维数的性质 .
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Abstract：Self ⁃ similarity is one focus of research on complex network，while fractal dimension is an important tool for
measuring its self⁃similarity. For the case that both node weight and edge weight in weighted graphs can value among positive
real number，negative real number，pure imaginary number and complex number，and so on，this paper purposes fractal
dimensions for various weighted graphs and discusses their multi⁃fractals. It is shown that among all types of weighted graphs，
except the weighted graphs with both node weight and edge weight being positive real numbers，other types of weighted
graphs share multi⁃fractals. Finally，the properties of the multi⁃fractal dimensions of these weighted graphs are analyzed.
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复杂网络是复杂系统的高度抽象，图论是复

杂网络研究的基础，对复杂网络的研究大多是从

图论开始的 . 自 20世纪 60年代两位匈牙利科学

家 Erdös and Rényi［1］提出 ER随机图理论以来，复

杂网络的研究重新引起人们的关注，掀起了对复

杂网络研究的新浪潮 .

对真实世界中的复杂系统进行研究时，人们

发现，真实系统中的种种现象不能完全用 ER随

机图理论解释，对 ER随机图理论的改进成为复

杂网络新的研究重点 . WS（Watts ⁃Strogatz）［2］，

NW（Newman ⁃Watts）［3］，BA（Barabasi ⁃Albert）［4］

等其他类型的网络模型被相继提出，这些网络模

DOI：10. 13232/j. cnki. jnju. 2020. 01. 010

基金项目：国家自然科学基金（61573292，61262058，61751216）
收稿日期：2019-06-28
* 通讯联系人，E⁃mail：trli@swjtu.edu.cn



南京大学学报（自然科学） 第 56 卷

型均是通过对 ER随机图理论中的连接机理进行

改进而得到的 . 通过图的邻接矩阵对复杂网络进

行研究也是复杂网络研究的重要途径［5］.
WS与 NW网络模型揭示了复杂网络的小世

界特性，与之相对，BA网络模型揭示了复杂网络

的无标度特性，二者分别称为复杂网络的第一大

特性和第二大特性 . 在复杂网络的深入研究中人

们发现，复杂网络中同样存在自相似特性——被

称为复杂网络的第三大特性［6］. 对自相似复杂网

络模型的研究是复杂网络自相似特性研究的重

点 . 由于图与其邻接矩阵是一一对应的，先构建

自相似矩阵形式的邻接矩阵，进而间接得到自相

似形式的复杂网络是构建自相似复杂网络的一种

可行的方法［7］. 刘胜久等［8］通过矩阵运算生成了

自相似形式的复杂网络并给出其分形维数，进一

步将复杂网络由无权图推广到带权图［9］，而且将

带权图中节点与边的权重由正实数域推广到包含

正实数、负实数、纯虚数及复数等数值的复数域，

并给出每种类别带权图的网络维数 . 网络维数其

实就是拓展的分形维数 .
目前对复杂网络自相似特性的研究主要是在

无权图上进行的，对带权图形式复杂网络自相似

特性的研究已成为复杂网络研究的热点 . 对复杂

网络而言，采用一个单一的分形维数并不能全面

地描述复杂网络的各项特性，而多重分形采用多

个不同的分形维数进行描述，为更全面地描述复

杂网络的各项特性提供了可行的方案 . 本文对不

同形式带权图的分形维数进行研究，探讨多重分

形理论在带权图中的研究与应用 .

1 预备知识

1. 1 图论与复杂网络 图可以表述为 G=（V，

E），其中V为节点集且V= {v1,v2,⋯,vi, }⋯（1≤
i≤ ||V）是图中所有节点的集合；E为边集且 E=
{e1,e2,⋯,ej, }⋯（1≤j≤ || E）是 图 中 所 有 边 的 集

合 . ||V 表示图G中所有节点的数目， || E 表示图G

中所有边的数目 .
定义 1

［10］ 简单图是指图中既不含有平行边

又不含有自环的图 .
以下若无特殊说明，研究的图均是简单图 .

定义 2

［10］ 无权图是指图中的节点与边均不

带有权重的图，即图中的任一节点 vi的权重 f（vi）
均为 1，且图中任一边 ej的权重 f（ej）也为 1，可以认

为 f ( vi ) ∈ { }0,1 ，f ( ej ) ∈ { }0,1 .
显然，对无权图有 ||V =∑ f ( vi )， || E =∑ f ( ej ).
定义 3

［10］ 带权图是指图中的节点或边带有

权重的图 . 带权图突破了无权图中图的节点与边

均不带有权重的局限，将节点与边的权重从 0~1
推广到整个数域 . 可以发现，带权图是无权图的

拓展，无权图是带权图的特例 .
在带权图中，节点与边的权重可以为正实数、

负实数、纯虚数，乃至复数 . 由于在现实生活中，

从复杂系统抽象而出的复杂网络中节点与边的权

重一般为正实数，对带权图的研究主要是以节点

与边的权重均为正实数的带权图为主 . 对权重为

负实数、纯虚数及复数等其他类型带权图的研究

并不多见 .
1. 2 分形与多重分形 分形理论是一种分析研

究物体的新视角 . 相较于传统欧氏几何中一维的

线、二维的面、三维的体，分形理论能更好地刻画

不光滑、不规则、不一致的物体 . 分形理论是描述

自相似现象的重要工具 . 对自相似形式的物体而

言，主要是对其分形维数的研究 . 人们相继提出

了一系列度量物体分形维数的方法，如计盒维数、

Hausdorff维数、信息维数等 . Hausdorff维数是计

算分形维数较为通行的方法，Hausdorff维数的计

算公式如式（1）所示：

d= lim
ε → 0

lg N ( ε )
lg ε-1 (1)

其中，ε是小立方体的棱长或小球体的半径，N（ε）
是用此小立方体或小球体覆盖被测形体所得的数

目 . 式（1）意味着通过用边长为 ε的小立方体或半

径为 ε的小球体覆盖被测形体来确定形体的维

数 . 通常情况下，对任一物体 X，其Hausdorff维数

dimtH 与拓扑维数 dimtX 二者之间存在以下关

系［11］，如式（2）所示：

dimt X ≤ dimtH (2)
对于三维的欧氏空间而言，应用式（1）可以得

到形体的分形维数，根据式（2），其分形维数不超

过 3. 而现实空间中的一些真实物体往往不便或
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难以用式（1）直接计算，如天空中的云朵、液体中

的湍流等 . 对于这些物体，可以先将其投射到低

维空间，再计算投射物的分形维数，最后根据余维

相加定律得到初始状态物体的分形维数［12］. 如对

天空中的云朵分形维数 FD3的计算，可以先计算

卫星图像中云图的分形维数 FD2，再根据余维相

加定律，通过式（3），间接得到云朵的分形维数：

FD 3 = FD 2 + 1 (3)
在对自相似物体分形维数的分析研究中，人

们发现，通过一个单一的分形维数不能全面刻画

物体的各项特性，于是提出通过多个不同的分形

维数对物体进行分析描述，这就是多重分形［13］.
最简单的多重分形是双分形［14］. 多重分形突破了

传统的分形研究中将物体的分形维数表述为数轴

上的一个点的局限，使物体的分形维数可以表述

为平面坐标系中的多个点，乃至直线或者曲线等，

这样可以更全面地描述物体的各项特性 . 多重分

形目前没有公认的严格定义，但对多重分形的研

究是分形理论研究的重要内容 .
1. 3 自相似复杂网络 对自相似复杂网络而言，

通过自相似形式的邻接矩阵得到的网络也是自相

似的 . 由于图与其邻接矩阵是一一对应的，邻接

矩阵的分形维数也就是其对应的复杂网络的分形

维数 . 于是，复杂网络的分形维数可以通过其对

应的邻接矩阵间接得到 .
定义 4

［9］ 网络维数指任一网络的边权重和

的对数值与节点权重和的对数值的比值，其定义

如式（4）所示：

FD (G )= 1
lg ∑

v ∈ V
f ( v )

lg ∑
e ∈ E

f ( e ) (4)

其中，E，V分别表示网络G的边集与节点集，f（e）
和 f（v）分别表示网络G的边权重与节点权重 .

网络维数其实就是网络的分形维数 . 对正实

数形式的节点权重及边权重，应用式（4）可以直接

得到复杂网络的网络维数，而对于负实数、纯虚数

及复数等其他形式的节点权重及边权重，则可以

借助欧拉公式进行计算，以间接得到复杂网络的

网络维数 . 欧拉公式如式（5）所示：

eix= cosx+ isinx (5)
由于正弦函数与余弦函数均是周期函数，所

以式（5）其实是一个周期多值函数，一般情况下只

在一个周期内对其进行分析研究即可 .
现有的研究表明，多重分形在复杂网络中广

泛存在［15］，并已有多种不同的分析研究方法［16］.
由于对节点权重与边权重为负实数、纯虚数及复

数等其他类型带权图的分形维数需要借助周期多

值函数形式的欧拉公式进行计算，这将导致这些

类型的带权图分形维数不唯一，也即需要用多个

不同的分形维数进行描述，这其实就是带权图多

重分形特性的根源 .

2 带权图的多重分形研究

对于复杂网络，通过一个单一的分形维数对

其自相似特性进行描述并不能全面地反映复杂网

络的各项特性，实际上，多重分形在复杂网络中是

广泛存在的 . 本节探讨了各种不同类型权重带权

图的多重分形特性，主要是通过带权图的分形维

数对其多重分形特性进行研究 .
在带权图中，由于其分形维数表述为边权重

和的对数值与节点权重和的对数值的比值，对节

点及边的权重分别为正实数、负实数、纯虚数、复

数等多种不同形式的带权图而言，共有 16种不同

的权重组合 . 分别对节点权重为正实数、负实数、

纯虚数、复数等四种不同类型权重对应的带权图

分形维数进行研究，以下先对节点权重为正实数

的带权图分形维数进行分析 .
2. 1 节点权重为正实数的带权图分形维数研究

在节点权重为正实数的情形下，分别对边权重为

正实数、负实数、纯虚数及复数的带权图的分形维

数进行分析 . 在涉及欧拉公式时，只在［－π，π］的

区间内对其进行分析 . 节点权重为正实数的四种

不同类型带权图的分形维数统计如表 1所示 .
进一步在复平面中对表 1列举的四种（式（6）

至式（9））不同的带权图进行分析 .
显然，式（6）在复平面中为一个点 . 由于式

（5）的欧拉公式实际上是一个周期多值函数，对表

1中的另外三种不同类型带权图进行分析研究

时，需要考虑多值函数的实际情况 .
对式（7）的节点权重为正实数、边权重为负实

数的带权图的多重分形维数而言，可以将其进行

拓展，并取自然对数，于是可以得到式（10）：
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FDPN=
1

ln ∑
v ∈ V

f ( v )
é

ë
êê

ù

û
úúln ∑

e ∈ E
f ( e ) + iπ( 2m+ 1) ,

(m ∈ Z ) (10)
显然，式（10）也是一个多值函数 . 在复平面

中，其均匀分布在一条平行于虚轴的直线上，该直

线如式（11）所示：

zln ∑
v ∈ V

f ( v )= ln ∑
e ∈ E

f ( e ) (11)

同理对表 1中的另外两种带权图进行分析 .
对于式（8）的节点权重为正实数、边权重为纯

虚数的带权图，其多重分形维数如式（12）所示：

FDPI=
1

ln ∑
v ∈ V

f ( v )
é

ë
êê

ù

û
úúln ∑

e ∈ E
f ( e ) + iπ ( )2m+ 1

2 ,

(m ∈ Z ) (12)
显然式（12）也是一个多值函数，在复平面中

均匀分布在一条平行于虚轴的直线上，如式（11）
所示 .

对式（9）的节点权重为正实数、边权重为复数

的带权图而言，其多重分形维数如式（13）所示：

FDPC=
1

ln ∑
v ∈ V

f ( v )
é

ë
ê

ù

û
úln a2 + b2 f ( e ) i ( )2mπ+ tan-1 b

a
,

(m ∈ Z ) (13)

显然，式（13）也是一个多值函数 . 在复平面

中，其均匀分布在一条平行于虚轴的直线上，该直

线如式（14）所示：

z ln ∑
v ∈ V

f ( v )= ln a2 + b2 ∑
e ∈ E

f ( e ) (14)

以上对节点权重为正实数的四种不同类型带

权图的分形维数进行分析研究，可以发现，对边权

重为负实数、纯虚数、复数的三种不同类型的带权

图而言，其分形维数（式（10）、式（12）、式（13））在

复平面中都均匀分布在一条直线上，分别为式

（11）、式（11）、式（14）所示，也即可以用多个不同

的分形维数来对其进行表述，这其实就是这些带

权图的多重分形 .
2. 2 节点权重为负实数的带权图分形维数研究

类似 2. 1对节点权重为正实数的带权图分形维数

的研究方法，对节点权重为负实数的四种不同类

型带权图（式（15）至式（18））的分形维数进行研

究，同样，在［－π，π］的对称区间内，其分形维数

计算结果如表 2所示 .
同理，对表 2中的分形维数需要给出多值函

数情形下的分形维数表述方法 .
对式（15）的节点权重为负实数、边权重为正

实数的带权图而言，其多重分形维数如式（19）
所示：

FDNP=
1

( 2m+ 1)2 π2 + ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
ln ∑

e ∈ E
f ( e )

é

ë
êê

ù

û
úúln ∑

v ∈ V
f ( v ) - iπ( 2m+ 1) ,(m ∈ Z ) (19)

显然，式（19）是一个多值函数，在复平面中，其分布在一条曲线上，该曲线方程如式（20）所示：

|| 2zlnf ( v ) lnf ( e ) =
|

|
||

|

|
|| ln ∑

e ∈ E
f ( e ) (20)

表 1 节点权重为正实数的四种不同类型带权图分形维数统计表

Table 1 Statistics of fractal dimensions of four weighted graphs with node weight being positive real numbers

编号

1

2

3

4

节点权重

正实数 f ( v )

边权重

正实数 f ( e )

负实数- f ( e )

纯虚数 if ( e )

复数 ( a+ bi ) f ( e )

分形维数

1
lg∑ v ∈ V f ( v )

lg∑ e ∈ E f ( e ) (6)

1
lg∑ v ∈ V f ( v )

lgeiπ ∑ e ∈ E f ( e ) (7)

1
lg∑ v ∈ V f ( v )

lge
iπ
2 ∑ e ∈ E f ( e ) (8)

1
lg∑ v ∈ V f ( v )

lg a2 + b2 e
i tan-1 b

a∑ e ∈ E f ( e ) (9)
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该曲线是一个以点
æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

ln ∑
e ∈ E

f ( e )

2 ln ∑
v ∈ V

f ( v )
，0 为圆心，以

|

|

|

|
|||
|
ln ∑

e ∈ E
f ( e )

2 ln ∑
v ∈ V

f ( v )

|

|

|

|
|||
|为半径且经过原点的圆 .

对式（16）的节点权重为负实数、边权重为负实数的带权图而言，其多重分形维数如式（21）所示：

FD
NN
=
ln ∑

v ∈ V
f ( v ) ln ∑

e ∈ E
f ( e ) +( 2m+ 1)( 2n+ 1) π2

( 2m+ 1)2 π2 + ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
+ iπ

( 2n+ 1)ln ∑
v ∈ V

f ( v ) -( 2m+ 1)ln ∑
e ∈ E

f ( e )

( 2m+ 1)2 π2 + ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
,

(m,n ∈ Z ) （21）
显然，式（21）是一个多值函数，在复平面中，其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上，该直线

系的方程如式（22）所示：

z= 1
ln ∑

v ∈ V
f ( v ) ∑e ∈ E f ( e ) + t

é

ë

ê

ê
êêi

1
( 2m+ 1) π ∑e ∈ E f ( e )-

ù

û

ú

ú
úú

1
ln ∑

v ∈ V
f ( v ) ∑e ∈ E f ( e ) ,(m ∈ Z,t ∈ R ) (22)

则该直线系是一簇经过点
æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

1
ln ∑

v ∈ V
f ( v )

ln ∑
e ∈ E

f ( e )，0 的直线 .

式（21）中的多值函数也可视为分布在多个圆的圆系上，该圆系的方程如式（23）所示：

| 2z ln ∑
v ∈ V

f ( v )- ln ∑
e ∈ E

f ( e )- iπ( 2n+ 1) |= ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 2n+ 1)2 π2 ,( n ∈ Z ) (23)

其圆心为
æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

ln ∑
e ∈ E

f ( e )

2 ln ∑
v ∈ V

f ( v )
，iπ 2n+ 1

2 ln ∑
v ∈ V

f ( v )
，半径为

|

|

|

|

|
||
|

ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 2n+ 1)2 π2

2 ln ∑
v ∈ V

f ( v )

|

|

|

|

|
||
|.

使用等价的参数方程表述，则式（21）中的多值函数如式（24）所示：

2z ln f ( v )= ln f ( e )+ iπ( 2n+ 1)+ ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 2n+ 1)2 π2 ( cosθ+ isinθ ),

( )θ= tan-1 1
( 2m+ 1) π ln ∑v ∈ V f ( v ),m,n ∈ Z (24)

式（24）实际上是式（22）所示的直线系与式（23）所示的圆系的交点 .
对式（17）的节点权重为负实数、边权重为纯虚数的带权图而言，其多重分形维数如式（25）所示：

表 2 节点权重为负实数的四种不同类型带权图分形维数统计表

Table 2 Statistics of fractal dimensions of four weighted graphs with node weight being negative real numbers

编号

1

2

3

4

节点权重

负实数- f ( v )

边权重

正实数 f ( e )

负实数- f ( e )

纯虚数 if ( e )

复数 ( a+ bi ) f ( e )

分形维数

1
lg eiπ ∑ v ∈ V f ( v )

lg∑ e ∈ E f ( e ) (15)

1
lg eiπ ∑ v ∈ V f ( v )

lg eiπ ∑ e ∈ E f ( e ) (16)

1
lg eiπ ∑ v ∈ V f ( v )

lg e
iπ
2 ∑ e ∈ E f ( e ) (17)

1
lg eiπ ∑ v ∈ V f ( v )

lg a2 + b2 e
i tan-1 b

a∑ e ∈ E f ( e ) (18)
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FDNI=
2 ln ∑

v ∈ V
f ( v ) ln ∑

e ∈ E
f ( e ) +( 2m+ 1)( 4n+ 1) π2

2( 2m+ 1)2 π2 + 2 ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
+ iπ

( 4n+ 1)ln ∑
v ∈ V

f ( v ) -( 4m+ 2 )ln ∑
e ∈ E

f ( e )

2( 2m+ 1)2 π2 + 2 ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
,(m,n ∈ Z )

(25)
显然，式（25）是一个多值函数，在复平面中，其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上，如式

（22）所示 .
式（25）中的多值函数也可视为分布在多个圆的圆系上，该圆系的方程如式（26）所示：

| 4z ln ∑
v ∈ V

f ( v )- 2 ln ∑
e ∈ E

f ( e )- iπ( 4n+ 1) |= 4 ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 4n+ 1)2 π2 ,( n ∈ Z ) (26)

其圆心为
æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

ln ∑
e ∈ E

f ( e )

2 ln ∑
v ∈ V

f ( v )
，iπ 4n+ 1

4 ln ∑
v ∈ V

f ( v )
，半径为

|

|

|

|

|
||
|

4 ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 4n+ 1)2 π2

4 ln ∑
v ∈ V

f ( v )

|

|

|

|

|
||
|.

使用等价的参数方程表述，则式（25）中的多值函数如式（27）所示：

4zln ∑
v ∈ V

f ( v ) = 2ln ∑
e ∈ E

f ( e ) + iπ( 4n+ 1)+ 4 ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 4n+ 1)2 π2 ( cosθ+ isinθ ),

( )θ= tan-1 1
( 2m+ 1 ) π ln ∑v ∈ V f ( v ),m,n ∈ Z （27）

式（27）实际上是式（22）所示的直线系与式（26）所示的圆系的交点 .
对式（18）的节点权重为负实数、边权重为复数的带权图而言，其多重分形维数如式（28）所示：

FDNC=
1

( 2m+ 1)2 π2 + ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
ì
í
î
ln ∑

v ∈ V
f ( v )ln a2 + b2 ∑

e ∈ E
f ( e )+( 2m+ 1) ( )2nπ+ tan-1 b

a
π+

ü
ý
þ

i
é

ë
êê

ù

û
úú( )2nπ+ tan-1 b

a
ln ∑

v ∈ V
f ( v )-( 2m+ 1) π ln ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e ) ,(m,n ∈ Z )

(28)

显然，式（28）是一个多值函数，在复平面中，其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上，该直线

系的方程如式（29）所示：

z= 1
ln ∑

v ∈ V
f ( v )

ln ∑
e ∈ E

a2 + b2 f ( e ) + t

é

ë

ê

ê
êêi

1
( 2m+ 1) π ln ∑e ∈ E a2 + b2 f ( e )-

ù

û

ú

ú
úú

1
ln ∑

v ∈ V
f ( v )

ln ∑
e ∈ E

a2 + b2 f ( e ) ,

(m ∈ Z,t ∈ R ) (29)

该直线系是一簇经过点
æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

1
ln ∑

v ∈ V
f ( v )

ln ∑
e ∈ E

a2 + b2 f ( e )，0 的直线 .

式（28）中的多值函数也可视为分布在多个圆的圆系上，该圆系的方程如式（30）所示：

|

|
||

|

|
|| 2zln ∑

v ∈ V
f ( v ) - ln ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e ) - i ( )2nπ+ tan-1 b

a
= ln2 ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e ) + ( )2nπ+ tan-1 b

a

2

,

( n ∈ Z ) (30)

其圆心为

æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

ln ∑
e ∈ E

a2 + b2 f ( e )

2 ln ∑
v ∈ V

f ( v )
，i
2nπ+ tan-1 b

a
2 ln ∑

v ∈ V
f ( v )

，半径为

|

|

|

|

|

|

|
|
||
|
|

ln2 ∑
e ∈ E

a2 + b2 f ( e ) + ( )2nπ+ tan-1 b
a

2

2 ln ∑
v ∈ V

f ( v )

|

|

|

|

|

|

|
|
||
|
|.

使用等价的参数方程表述，则式（28）中的多值函数如式（31）所示：
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2zln ∑
v ∈ V

f ( v ) =

ln ∑
e ∈ E

a2 + b2 f ( e ) + i ( )2nπ+ tan-1 b
a
+ ln2 ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e ) + ( )2nπ+ tan-1 b

a

2

( cosθ+ isinθ ),

( )θ= tan-1 1
( 2m+ 1) π

ln ∑
v ∈ V

f ( v ), m,n ∈ Z

(31)

式（31）实际上是式（29）所示的直线系与式（30）所示的圆系的交点 .
通过对上述节点权重为负实数的 4种不同类型带权图多重分形维数的分析研究可以发现，这四种

不同类型的带权图均可以用多个不同的分形维数进行描述 . 其中，式（19）所示的带权图的多重分形维

数分布在一个圆上，该圆如式（20）所示，式（21）、式（25）、式（28）所示的带权图的多重分形维数分布在

整个复平面，分别如式（24）、式（27）、式（31）所示，即它们都具备多重分形特性 .
2. 3 节点权重为纯虚数的带权图分形维数研究 对节点权重为纯虚数的四种不同类型带权图的分形维

数（式（32）至式（35））进行研究，在［－π，π］的对称区间内，其分形维数计算结果如表 3所示 .

对比表 3与表 2，可以发现二者较类似，可以直接给出表 3对应的四种不同类型带权图的分形维数 .
对式（32）的节点权重为纯虚数、边权重为正实数的带权图而言，其多重分形维数如式（36）所示：

FDIP=
4

( 4m+ 1)2 π2 + 4 ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
lnf ( e )

é

ë
êê

ù

û
úúln ∑

v ∈ V
f ( v ) - iπ ( )2m+ 1

2 ,(m ∈ Z ) (36)

显然式（36）是一个多值函数，在复平面中分布在一条曲线上，其曲线方程如式（20）所示 .
对式（33）的节点权重为纯虚数、边权重为负实数的带权图而言，其多重分形维数如式（37）所示：

FDIN=
4 ln ∑

v ∈ V
f ( v ) ln ∑

e ∈ E
f ( e ) + 2( 4m+ 1)( 2n+ 1) π2

( 4m+ 1)2 π2 + 4 ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
+ iπ

4( 2n+ 1)ln ∑
v ∈ V

f ( v ) - 2( 4m+ 1)ln ∑
e ∈ E

f ( e )

( 4m+ 1)2 π2 + 4 ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
,

(m,n ∈ Z )

(37)

显然，式（37）是一个多值函数，在复平面中，其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上，该直线系

的方程如式（38）所示：

z= 1
ln ∑

v ∈ V
f ( v ) ∑e ∈ E f ( e ) + t

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úúi

2
( 4m+ 1) π ∑e ∈ E f ( e ) -

1
ln ∑

v ∈ V
f ( v ) ∑e ∈ E f ( e ) ,(m ∈ Z,t ∈ R ) (38)

表 3 节点权重为纯虚数的四种不同类型带权图分形维数统计表

Table 3 Statistics of fractal dimensions of four weighted graphs with node weight being pure imaginary numbers

编号

1

2

3

4

节点权重

纯虚数 if ( v )

边权重

正实数 f ( e )

负实数- f ( e )

纯虚数 if ( e )

复数 ( a+ bi ) f ( e )

分形维数

1

lg e
iπ
2 ∑ v ∈ V f ( v )

lg∑ e ∈ E f ( e ) (32)

1

lg e
iπ
2 ∑ v ∈ V f ( v )

lg eiπ ∑ e ∈ E f ( e ) (33)

1

lg e
iπ
2 ∑ v ∈ V f ( v )

lg e
iπ
2 ∑ e ∈ E f ( e ) (34)

1

lg e
iπ
2 ∑ v ∈ V f ( v )

lg a2 + b2 e
i tan-1 b

a∑ e ∈ E f ( e ) (35)
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该直线系是一簇经过点

æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

1
ln ∑

v ∈ V
f ( v )

ln ∑
e ∈ E

f ( e )，0 的直线 .

式（37）中的多值函数也可视为分布在多个圆的圆系上，如式（23）所示 .
使用等价的参数方程表述，则式（37）中的多值函数如式（39）所示：

2z ln ∑
v ∈ V

f ( v )= ln ∑
e ∈ E

f ( e )+ iπ( 2n+ 1)+ ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 2n+ 1)2 π2 ( cos θ+ i sin θ ),

( )θ= tan-1 2
( 4m+ 1) π ln ∑v ∈ V f ( v ),m,n ∈ Z (39)

式（39）实际上是式（38）所示的直线系与式（23）所示的圆系的交点 .
对式（34）的节点权重为纯虚数、边权重为纯虚数的带权图而言，其多重分形维数如式（40）所示：

FDII=
4 ln ∑

v ∈ V
f ( v ) ln ∑

e ∈ E
f ( e ) +( 4m+ 1)( 4n+ 1) π2

( 4m+ 1)2 π2 + 4 ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
+ iπ

2( 4n+ 1)ln ∑
v ∈ V

f ( v ) - 2( 4m+ 1)ln ∑
e ∈ E

f ( e )

( 4m+ 1)2 π2 + 4 ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
,

(m,n ∈ Z )

(40)

显然，式（40）是一个多值函数，在复平面中，其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上，如式（38）
所示 .

式（40）中的多值函数也可视为分布在多个圆的圆系上，如式（26）所示 .
使用等价的参数方程表述，则式（40）中的多值函数如式（41）所示：

4zln ∑
v ∈ V

f ( v ) = 2ln ∑
e ∈ E

f ( e ) + iπ( 4n+ 1)+ 4 ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 4n+ 1)2 π2 ( cosθ+ isinθ ),

( )θ= tan-1 2
( 4m+ 1) π ln ∑v ∈ V f ( v ),m,n ∈ Z

(41)

式（41）实际上是式（38）所示的直线系与式（26）所示的圆系的交点 .
对式（35）的节点权重为纯虚数、边权重为复数的带权图而言，其多重分形维数如式（42）所示：

FDIC=
1

( 4m+ 1)2 π2 + 4 ln2 ∑
v ∈ V

f ( v )
ì
í
î
4 ln ∑

v ∈ V
f ( v )ln a2 + b2 ∑

e ∈ E
f ( e ) + 2( 4m+ 1) ( )2nπ+ tan-1 b

a
π+

ü
ý
þ

i
é

ë
êê

ù

û
úú4 ( )2nπ+ tan-1 b

a
ln ∑

v ∈ V
f ( v )- 2( 4m+ 1) π ln ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e ) ,(m,n ∈ Z )

(42)

显然，式（42）是一个多值函数，在复平面中，其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上，该直线

系的方程如式（43）所示：

z= 1
ln ∑

v ∈ V
f ( v )

ln ∑
e ∈ E

a2 + b2 f ( e ) + t
é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úúi

2
( 4m+ 1) π ln ∑e ∈ E a2 + b2 f ( e ) - 1

ln ∑
v ∈ V

f ( v )
ln ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e ) ,

(m ∈ Z,t ∈ R ) ( 43 )

该直线系是一簇经过点
æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

1
ln ∑

v ∈ V
f ( v )

ln ∑
e ∈ E

a2 + b2 f ( e )，0 的直线 .

式（42）中的多值函数也可视为分布在多个圆的圆系上，如式（30）所示 .
使用等价的参数方程表述，则式（42）中的多值函数如式（44）所示：
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2zln ∑
v ∈ V

f ( v ) =

ln ∑
e ∈ E

a2 + b2 f ( e ) + i ( )2nπ+ tan-1 b
a
+ ln2 ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e ) + ( )2nπ+ tan-1 b

a

2

( cosθ+ isinθ ),

( )θ= tan-1 2
( 4m+ 1) π ln ∑v ∈ V f ( v ),m,n ∈ Z ( 44 )

式（44）实际上是式（43）所示的直线系与式（30）所示的圆系的交点 .
通过对上述节点权重为纯虚数的四种不同类型带权图多重分形维数的分析研究可以发现，这四种

不同类型的带权图均可以用多个不同的分形维数进行描述 . 其中，式（36）所示的带权图的多重分形维

数分布在一个圆上，该圆如式（20）所示，式（37）、式（40）、式（42）所示的带权图的多重分形维数分布在

整个复平面，分别如式（39）、式（41）、式（44）所示，即它们都具备多重分形特性 .
2. 4 节点权重为复数的带权图分形维数研究 最后对节点权重为复数的四种不同类型带权图（式（45）
至式（48））的分形维数进行研究，同样，在［－π，π］的对称区间内，其分形维数计算结果如表 4所示 .

与上述分析方法类似，直接给出表 4对应的四种不同类型带权图的分形维数 .
对式（45）的节点权重为复数、边权重为正实数的带权图而言，其多重分形维数如式（49）所示：

FDCP= 1

( )tan-1 b
a
+ 2mπ

2

+ ln2 a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
ln ∑

e ∈ E
f ( e )

é

ë
êê

ù

û
úúln a2 + b2 ∑

v ∈ V
f ( v )- i ( )tan-1 b

a
+ 2mπ ,

(m ∈ Z )

(49)

显然，式（49）是一个多值函数，在复平面中，其分布在一条曲线上，该曲线的方程如式（50）所示：

| 2z ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )- ln ∑
e ∈ E

f ( e ) |= | ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v ) | (50)

该曲线是一个以点

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷

ln ∑
e ∈ E

f ( e )

2 ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
，0 为圆心，以

|

|

|

|

|
||
|

ln ∑
e ∈ E

f ( e )

2 ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )

|

|

|

|

|
||
|为半径且经过原点

的圆 .

表 4 节点权重为复数的四种不同类型带权图分形维数统计表

Table 4 Statistics of fractal dimensions of four weighted graphs with node weight being complex numbers

编号

1

2

3

4

节点权重

复数

( a+ bi ) f ( v )

边权重

正实数 f ( e )

负实数- f ( e )

纯虚数 if ( e )

复数

( a+ bi ) f ( e )

分形维数

1

lg a2 + b2 e
i tan-1 b

a ∑
v ∈ V

f ( v )
lg ∑

e ∈ E
f ( e ) (45)

1

lg a2 + b2 e
i tan-1 b

a ∑
v ∈ V

f ( v )
lg eiπ ∑

e ∈ E
f ( e ) (46)

1

lg a2 + b2 e
i tan-1 b

a ∑
v ∈ V

f ( v )
lg e

iπ
2 ∑
e ∈ E

f ( e ) (47)

1

lg a2 + b2 e
i tan-1 b

a ∑
v ∈ V

f ( v )
lg a2 + b2 e

i tan-1 b
a ∑
e ∈ E

f ( e ) (48)
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对式（46）的节点权重为复数、边权重为负实数的带权图而言，其多重分形维数如式（51）所示：

FDCN=
ln ∑

v ∈ V
a2 + b2 f ( v ) ln ∑

e ∈ E
f ( e ) + ( )tan-1 b

a
+ 2mπ ( 2n+ 1) π

( )tan-1 b
a
+ 2mπ

2

+ ln2 a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
+

i
( 2n+ 1) π ln a2 + b2 ∑

v ∈ V
f ( v ) - ( )tan-1 b

a
+ 2mπ ln ∑

e ∈ E
f ( e )

( )tan-1 b
a
+ 2mπ

2

+ ln2 a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
,(m,n ∈ Z )

(51)

显然，式（51）是一个多值函数，在复平面中，其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上，该直线系

的方程如式（52）所示：

z= 1
ln a2 + b2 ∑

v ∈ V
f ( v )

ln ∑
e ∈ E

f ( e ) + t

æ

è

ç

ç
ççç
ç i

2

tan-1 b
a
+ 2mπ

ln ∑
e ∈ E

f ( e )-
ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷1

ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
ln ∑

e ∈ E
f ( e ) ,

(m ∈ Z,t ∈ R )

(52)

该直线系是一簇经过点

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷1

ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
ln ∑

e ∈ E
f ( e )，0 的直线 .

式（51）中的多值函数也可视为分布在多个圆的圆系上，该圆系的方程如式（53）所示：

| 2z ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )- ln ∑
e ∈ E

f ( e )- iπ( 2n+ 1) |= ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 2n+ 1)2 π2 ,( n ∈ Z ) (53)

其圆心为

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷1

2 ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
∑
e ∈ E

f ( e )，iπ 2n+ 1
2 ln a2 + b2 ∑

v ∈ V
f ( v )

，半径为

|

|

|

|

|
||
|

ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 2n+ 1)2 π2

2 ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )

|

|

|

|

|
||
|.

使用等价的参数方程表述，则式（51）中的多值函数如式（54）所示：

2z ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )= ln ∑
e ∈ E

f ( e )+ iπ( 2n+ 1)+ ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 2n+ 1)2 π2 ( cos θ+ i sin θ ),

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷θ= tan-1 1

2mπ+ tan-1 b
a

ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v ),m,n ∈ Z
(54)

式（54）实际上是式（52）所示的直线系与式（53）所示的圆系的交点 .
对式（47）的节点权重为复数、边权重为纯虚数的带权图而言，其多重分形维数如式（55）所示：

FDCI=
ln ∑

v ∈ V
a2 + b2 f ( v ) ln ∑

e ∈ E
f ( e ) + ( )tan-1 b

a
+ 2mπ ( )2n+ 1

2 π

( )tan-1 b
a
+ 2mπ

2

+ ln2 a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
+

i
( )2n+ 1

2 π ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v ) - ( )tan-1 b
a
+ 2mπ ln ∑

e ∈ E
f ( e )

( )tan-1 b
a
+ 2mπ

2

+ ln2 a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
,(m,n ∈ Z )

(55)

显然，式（55）是一个多值函数，在复平面中，其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上，如式

（52）所示 . 式（55）中的多值函数也可视为分布在多个圆的圆系上，该圆系的方程如式（56）所示：
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| 4z ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )- 2 ln ∑
e ∈ E

f ( e )- iπ( 4n+ 1) |= 4 ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 4n+ 1)2 π2 ,( n ∈ Z ) (56)

其圆心为

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷

ln ∑
e ∈ E

f ( e )

2 ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
，iπ 4n+ 1

4 ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
，半径为

|

|

|

|

|
||
|

4 ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 4n+ 1)2 π2

4 ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )

|

|

|

|

|
||
|.

使用等价的参数方程表述，则式（55）中的多值函数如式（57）所示：

4zln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( )v = 2ln ∑
e ∈ E

f ( )e + iπ ( )4n+ 1 + 4 ln2 ∑
e ∈ E

f ( e ) +( 4n+ 1)2 π2 ( cosθ+ isinθ ),

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷θ= tan-1 1

2mπ+ tan-1 b
a

ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v ),m,n ∈ Z
(57)

式（57）实际上是式（52）所示的直线系与式（56）所示的圆系的交点 .
对式（48）的节点权重为复数、边权重为复数的带权图而言，其多重分形维数如式（58）所示：

FDCC=
ln ∑

v ∈ V
a2 + b2 f ( v ) ln ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e ) + ( )tan-1 b

a
+ 2mπ ( )tan-1 b

a
+ 2nπ

( )tan-1 b
a
+ 2mπ

2

+ ln2 a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
+

i
( )tan-1 b

a
+ 2nπ ln a2 + b2 ∑

v ∈ V
f ( v ) - ( )tan-1 b

a
+ 2mπ ln ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e )

( )tan-1 b
a
+ 2mπ

2

+ ln2 a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
,(m,n ∈ Z )

(58)

显然，式（58）是一个多值函数，在复平面中，其分布在经过同一点的一簇直线的直线系上，该直线系

的方程如式（59）所示：

z= 1
ln a2 + b2 ∑

v ∈ V
f ( v )

ln a2 + b2 f ( e )+

t

æ

è

ç

ç
ççç
ç i

2

tan-1 b
a
+ 2mπ

ln ∑
e ∈ E

a2 + b2 f ( e ) -
ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷1

ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
ln ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e ) ,(m ∈ Z,t ∈ R )

(59)

该直线系是一簇经过点

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷1

ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
ln a2 + b2 ∑

e ∈ E
f ( e )，0 的直线 .

式（58）中的多值函数也可视为分布在多个圆的圆系上，该圆系的方程如式（60）所示：

|

|
||

|

|
|| 2zln a2 + b2 ∑

v ∈ V
f ( v ) - ln ∑

e ∈ E
a2 + b2 f ( e ) - i ( )2nπ+ tan-1 b

a
=

ln2 a2 + b2 ∑
e ∈ E

f ( e ) + ( )2nπ+ tan-1 b
a

2

,( n ∈ Z )
(60)

其圆心为

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷

ln a2+ b2 ∑
e ∈ E
f ( e )

2 ln a2+ b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
，i

2nπ+ tan-1 b
a

2 ln a2+ b2 ∑
v ∈ V

f ( v )
，半径为

|

|

|

|

|

|

|
|
||
|
|

ln2 a2+ b2 ∑
e ∈ E
f ( e ) + ( )2nπ+ tan-1 b

a

2

2 ln a2+ b2 ∑
v ∈ V

f ( v )

|

|

|

|

|

|

|
|
||
|
|.

使用等价的参数方程表述，则式（58）中的多值函数如式（61）所示：
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2zln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v ) =

ln a2 + b2 ∑
e ∈ E

f ( e ) + i ( )2nπ+ tan-1 b
a
+ ln2 a2 + b2 ∑

e ∈ E
f ( e ) + ( )2nπ+ tan-1 b

a

2

( cosθ+ isinθ )

æ

è

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷
÷÷÷
÷θ= tan-1 1

2mπ+ tan-1 b
a

ln a2 + b2 ∑
v ∈ V

f ( v ),m,n ∈ Z

(61)

式（61）实际上是式（59）所示的直线系与式

（60）所示的圆系的交点 .
通过对上述节点权重为复数的四种不同类型

带权图多重分形维数的分析研究可以发现，这四

种不同类型的带权图均可以用多个不同的分形维

数进行描述 . 其中，式（49）所示的带权图的多重

分形维数分布在一个圆上，该圆如式（50）所示，式

（51）、式（55）、式（58）所示的带权图的多重分形维

数分布在整个复平面，分别如式（54）、式（57）、式

（61）所示，即它们都具备多重分形特性 .
综上，对节点权重及边权重分别为正实数、负

实数、纯虚数及复数等多种不同类型的带权图的

多重分形特性进行了分析研究 . 可以发现，在 16
种带权图中，有 15种带权图具备多重分形特性，

而且 6种带权图的多重分形维数呈线状分布；其

中，3种带权图的多重分形维数分布在一条直线

上，3种带权图的多重分形维数分布在一个圆上，

9 种 带 权 图 的 多 重 分 形 维 数 分 布 在 整 个 复 平

面 . 16种带权图的多重分形统计如表 5所示 .

3 结 论

分形理论为分析研究客观事物提供了新的视

角 . 多重分形是分形理论研究的重要内容，对多

重分形在带权图中的研究与应用进行了探讨 . 针
对带权图中的节点权重及边权重可以为正实数、

负实数、纯虚数及复数等不同情形，分别给出对应

的 16种带权图的分形维数分析结果，并给出每一

种带权图的分形维数，将带权图的分形维数由实

数域推广到复数域 . 可以发现，在 16种不同的带

权图中，有 15种带权图具备多重分形的特性，而

且 6种带权图的分形维数呈线状分布，9种带权图

的分形维数呈面状分布 . 后续研究的重点在于深

入分析带权图中的多重分形特性，并研究各类不

同权重对应的带权图多重分形维数之间的关联 .
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