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摘 要：属性约简是粗糙集理论中的核心问题，其目的是剔除冗余属性以找到具有较好泛化能力的属性子集 . 在决

策粗糙集理论中，决策代价经常被作为属性约简的约束条件 . 但值得注意的是，虽然基于决策代价的约简求解算法

可以有效地降低训练样本集上的总决策代价，但其往往忽视了测试样本集上的总决策代价 . 为解决这一问题，利用

交叉验证的基本思想，设计了以决策代价为约束条件的一种新的属性约简求解算法 . 在八个 UCI数据集上的实验

结果表明，相较于传统基于决策代价的约简求解算法，所提算法不仅能有效地降低训练集合和测试集合的总决策代

价，而且找出的属性子集亦可以带来更好的分类性能 .
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Abstract: Attribute reduction is a core problem in rough set theory,with its purpose of getting rid of redundant attributes
to obtain a reduct with better generalized performance. In decision ⁃ theoretic rough set, the decision cost is frequently
regarded as constraint of attribute reduction. However, it is worthy to notice that although the reduct obtained by the
algorithm based on the consideration of decision cost can effectively reduce the decision cost of the training set, it may
fails to effectively reduce the decision cost of the test set. To solve such problem,a new algorithm, based on the method
of cross ⁃ validation, is designed through using the decision cost as constraint. The experimental result over eight UCI
data sets show that compared with the traditional algorithm based on decision cost, the proposed algorithm not only
reduces the decision cost of training set and the test set,but also brings better classification performance.
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粗糙集理论［1］是波兰学者 Pawlak提出的一

种处理不确定、不精确信息系统的数学工具，被

广泛地应用于机器学习［2-4］、粒计算［5］、模式识

别［6-7］和知识发现［8-9］等领域 . 属性约简［10-16］作
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为一种数据处理的方法，是粗糙集理论中的核

心问题 . 通过属性约简，不仅可以从数据集中

剔除冗余属性来获得更简洁的规则，而且相对

于其他特征选择方法，所求得的特征子集往往

具有明确的语义解释 .
随 着 对 粗 糙 集 理 论 研 究 的 不 断 深 入 ，

Pawlak粗糙集模型在容错能力上的缺陷［17］逐

渐引起了广大学者的注意 . 为了克服这一缺

陷，加拿大学者 Yao et al［18］提出了基于贝叶斯

风险分析的决策粗糙集模型 . 该模型主要有两

大优势［19］：（1）决策粗糙集模型重新定义粗糙

集的正域、边界域和负域，给予传统粗糙集模型

全新的解释，丰富了传统决策方法；（2）决策粗

糙集理论通过构建代价矩阵获取概率粗糙集所

需要的一对阈值，引入损失函数，将粗糙集方法

和代价敏感问题联系到一起 .
近年来，以代价敏感［20］为基础的属性约简

问题越来越受到粗糙集学者的关注，他们将各

式各样的策略运用到基于代价敏感的属性约简

问 题 当 中 . 相 对 于 时 间 复 杂 度 较 高 的 穷 举

法［21-22］，基 于 适 应 度 函 数 的 启 发 式 搜 索 方

法［23-24］因具有较高的求解速度和普适性，被广

泛地运用到面向代价敏感的属性约简问题中，

但值得注意的是，根据启发式方法搜索出的属

性子集往往仅能降低训练样本集上的决策代

价，但却未必能够有效地保证测试样本集上的

决策代价也能够被降低 . 鉴于此，本文试图将

交叉验证［25-26］的思想引入到属性约简当中，其

目的是在训练样本集上的搜索进程中设置一个

早停止策略，一旦决策代价不能够被降低了，则

立即停止搜索 . 这一模式在训练样本集上模拟

了测试样本的代价变化情况，证明它不仅进一

步降低了训练集合的决策代价，而且能有效地

测试集合的决策代价，从代价敏感的角度提高

了属性子集的泛化能力 .

1 决策粗糙集

经典的决策粗糙集理论是建立在两个状态

与三个行动基础上［18］的 . 一般的，定义状态集

合 Ω=｛X，~X｝表示两种状态：对象 x属于集合

X和对象 x不属于集合 X；定义行动集 A=｛aP，
aB，aN｝，aP，aB，aN分别表示对象 x属于集合 X的

正域、边界域、负域 . 此时，若考虑对象 x属于某

个状态时，做出某个动作所需的代价函数值，则

可以定义如下表 1所示的代价矩阵 .

表 1中，λPP，λBP和 λNP分别表示当对象 x属

于集合 X时，采取行动 aP，aB，aN付出的代价；

λPN，λBN和 λNN分别表示当对象 x属于集合~X
时，采取行动 aP，aB，aN付出的代价 . 根据代价函

数值的定义，显然有如下关系：0≤ λPP≤ λBP≤
λNP，0≤λNN≤λBN≤λPN. 在决策粗糙集理论中，根

据贝叶斯最小风险决策原则可以得到如下三种

决策规则：

（1）若Pr ( X | [ x ] AT )≥α，则x∈POS ( X )；
（2）若β<Pr ( X | [ x ] AT )<α，则x∈BND ( X )；
（3）若Pr ( X | [ x ] AT )≤β，则x∈NEG ( X ).

其中，

α= λPN- λBN
( λPN- λBN )+( λBP- λPP )

β= λBN- λNN
( λBN- λNN )+( λNP- λBP )

且 α，β满足关系：0 ≤ β < α ≤ 1.
一般的，在粗糙集理论中，一个决策系统可

被记为：

DS= U,AT ∪ { }d

其中，U是所有样本组成的非空集合，称为论

域；AT是所有条件属性组成的集合；｛d｝是决

策属性组成的集合 . 根据如上所示三种决策规

则，∀A⊇AT，则可以定义决策粗糙集的下近似

集和上近似集分别为：

-
NA ( X )= {xi ∈ U:Pr ( X | [ xi ] A ) ≥ α} (1)

表 1 决策粗糙集中的代价矩阵

Table 1 Cost matrix in decision⁃theoretic rough set

aP

aB

aN

X

λPP

λBP

λNP

~X
λPN

λBN

λNN
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- ---NA ( X )= {xi ∈ U:Pr ( X | [ xi ] A ) > β} (2)

其中，

[xi ]
A
= {y ∈ U:( xi,y ) ∈ IND( A )}

因此，不难得出 X的正域为：

POSA ( X )=-NA ( X )

X的边界域为：

BNDA ( X )=
- ---NA ( X )--NA ( X )

X的负域为：

NEGA ( X )= U- - ---NA ( X )
至此，根据相应的决策规则，可以计算得该

决策系统的总决策代价 . ∀A ⊆ AT有：

COSTA= COST POS
A + COST BND

A + COST NEG
A =

 ∑
j= 1

t

∑
x
i
∈ POSA ( X )

Pr ( Xj| [ xi ] A ) ⋅ λPP+(1- Pr ( Xj| [ xi ] A ) ) ⋅ λPN +

∑
j= 1

t

∑
x
i
∈ BNDA ( X )

Pr ( Xj| [ xi ] A ) ⋅ λBP+(1- Pr ( Xj| [ xi ] A ) ) ⋅ λBN +

∑
j= 1

t

∑
x
i
∈ NEGA ( X )

Pr ( Xj| [ xi ] A ) ⋅ λNP+(1- Pr ( Xj| [ xi ] A ) ) ⋅ λNN

(3)

2 基于决策代价的启发式约简

属性约简是粗糙集理论中的一个核心问

题，其本质是在受一定约束条件约束的前期下，

删除条件属性中一定的冗余的属性，得到满足

约束条件的最小条件属性子集 . 本文以决策代

价为基础，对属性约简的方法进行讨论 .
定义 1 给定决策系统 DS，∀A ⊆ AT，A

被称为AT的一个决策代价约简当且仅当：

(1)COSTA ≤ COSTAT ;
(2) ∀B ⊂ A,COSTB > COSTA.
定义 2 给 定 决 策 系 统 DS，∀A ⊆ AT,

∀a ∈ AT- A，属性 a的重要度函数定义为：

Sig (U,a,A )= COSTA ∪ { }a - COSTA (4)
定义 1的约简保证总决策代价不会增加最

小条件属性子集 . 定义 2的重要度函数 Sig（U，

a，A）表示属性 a加入集合A后该决策系统总决

策代价的变化 . 加入属性 a后有 COSTA ∪ { }a ≤
COSTA 则表示属性 a对总决策代价的降低做

出了贡献；否则属性 a为冗余属性 .
当前，已有许多学者给出多种求解约简的

算法 . 相对于基于穷举法的求解约简算法，启

发式算法因具有较高的求解效率，所以广受青

睐 . 根据定义 2中重要度函数的定义，给出启发

式算法求解约简的一般步骤 .

算法 1 基于决策代价的启发式算法

输入：决策系统DS= U，AT ∪ { }d ，邻域半径

输出：约简A

步骤 1 A= ϕ；

步骤 2 ∀ai ∈ AT- A，计算：

Sig (U，a，A )=COSTA ∪ { }a - COSTA

定义 COSTϕ= 0；
步骤 3 选择特征 b满足：

Sig (U，b，A )=min{∀ai ∈ AT- A：Sig (U，ai，A}；
步骤 4 若 Sig ( ak，A ) < 0，则 A= A ∪ {b}，转到

步骤 2，否则转到步骤 5；
步骤 5 Do ∀a ∈ A,计算 COSTA- { }a ;

If COSTA- { }a ≤ COSTA

A= A- {a}

Until COSTA- { }a ≥ COSTA；

步骤 6 输出约简集合A.

算法 1的时间复杂度是 O ( |U |2 ⋅ |AT|2 )，|U |
是样本的总个数，|AT |是条件属性的总个数 .

3 基于交叉验证思想的决策代价约简

尽管基于决策代价的启发式约简方法具有

较高的求解效率，但是这种算法求解出来的属

性子集往往只能有效地降低训练集合的总决策

代价，却经常不能有效地降低测试集合的总决
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策代价 . 为了解决上述算法不能有效地降低测

试集合总决策代价的问题，本文将交叉验证的

思想引入到属性约简当中，具体设计如算法 2
所示 .

算法 2 基于交叉验证思想的决策代价约简算法

输入：决策系统DS= U，AT ∪ { }d ，邻域半径 δ，

交叉折数 k

输出：约简A

步骤 1 A= ϕ；

步骤 2 将样本集合分为 k个部分：T1，T2，…，Tk；

步骤 3 For j=1 to k
( 1 )令U j

train = U- Tj；

( 2 ) ∀ai ∈ AT- A,计算Sig (U j
train,ai,A )；

End For
步骤 4 ∀ai ∈ AT- A，计算：

mean ( ai )=
∑
j= 1

k

Sig (U j
train，ai，A )

k
；

步骤 5 选择特征 b满足：

Sig ( b，A )= min{∀ai ∈ AT- A：mean ( ai )}；
步骤 6 For j=1 to k

令U test = Tj

计算 COSTA ∪ { }b (Tj )和 COSTA (Tj )

定义 COSTϕ (Tj )= inf；
End For

步骤 7 （1）计算：

COST test
A ∪ { }b =

∑
j= 1

k

COSTA ∪ { }b (Tj )

k

和

COST test
A =

∑
j= 1

k

COSTA (Tj )

k
（2）若 COST test

A ∪ { b } ≤ COST test
A ，则 A= A ∪ {b}转

到步骤 3，否则转到步骤 8；
步骤 8 输出约简集合A.

算法 2的时间复杂度是 O ( k ⋅ |U |2 ⋅ |AT|2 )，
其中 k是交叉验证的折数，|U |是样本的总个数，

|AT |是条件属性的总个数 . 算法 2在传统启发

式决策代价约简的基础上引入了交叉验证的思

想，其目的是期望约简集合可以有效地降低测

试集合总决策代价 .

4 实验分析

为了验证所提算法的有效性，选择 UCI上
的八组数据集合进行了实验验证 . 这八组数据

的基本描述如表 2所示 . 实验的硬件配置为

Windows 10操作系统，2. 50 GHz CPU，8 G内

存的个人计算机，用Matlab 2017a实现算法 .
在邻域粗糙集的框架下，选择 10个不同的

半径，半径的值分别是 0. 03，0. 06，…，0. 30. 为
了对比所提算法的有效性，采用五折交叉验

证 . 该方法的具体操作流程是：用分层抽样的

方法尽可能保证数据分布的一致性，将样本集

合中的样本平均分为五份，即U1，U2，…，U5；第

一次将 U2∪U3∪U4∪U5作为训练集，U1作为测

试集，分别求得两种算法在该半径下的约简集

表 2 数据集的描述

Table 2 Description of datasets

ID

1

2

3

4

5

6

7

8

数据集

Breast Tissue

Connectionist Bench (Vowel Recognition⁃Deterding Data)

Dermatology

Ecoli

Forest

Ionosphere

Statlog(Vehicle⁃Silhouettes)

Urban Land Cover

样本个数

106

990

366

336

523

351

846

675

属性个数

9

14

34

7

27

34

19

147

决策类个数

6

11

6

8

4

2

4

9
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合；……；第五次将 U1∪U2∪U3∪U4 作为训练

集，U5作为测试集，分别求得两种算法在该半

径下的约简集合 .
4. 1 分类精度和约简长度对比 实验使用

KNN分类器（K值取 5）、SVM分类器、CART
分类器分别求解两种算法在测试集合上的分类

精度，同时用对分类精度和约简长度取算术平

均值方法求得最终实验结果，实验结果如表 3
所示，表中黑体字表示较高的分类精度或者较

大的约简长度 .
观察表 3，不难得到如下结论：

（1）相比于算法 1，算法 2求解出来的属性

子集具有更好的分类性能 . 在 KNN，SVM，

CART三种分类器上的求解出的分类精度均普

遍高于算法 1.
（2）相对于算法 1，算法 2求解出来的属性

子集具有较多的属性 .
4. 2 总决策代价对比 观察图 1，不难发现，

基于决策代价的启发式约简算法求解出的属性

子集虽然在训练集合上可以有效地降低总决策

代价，但当属性子集作用于测试集合时会出现

不能有效降低总决策代价的情况 . 例如，数据

集“Ecoli”在半径大于 0. 15时，基于决策代价的

启发式约简算法求得的属性子集明显不能有效

降低总决策代价 . 而相比于算法 1，运用交叉验

证思想的算法 2求解出来的属性子集不仅进一

步降低了训练集合的总决策代价，而且更加有

效地降低了测试集合的决策总代价 .

此外，值得注意的是，根据图 1所示的结

果，可以观察到：随着半径的增大，无论是利用

所有属性，还是利用算法 1或算法 2所选择出来

的属性子集，在训练样本以及测试样本上所求

得的总决策代价都会相应地增加 . 这主要是因

为随着半径的增大，决策粗糙集中的正域会进

一步地缩减，而边界域和负域则会相应地扩

张 . 又根据表 1，边界域和负域中样本所对应的

决策代价显然要大于正域样本所对应的决策代

价，因此带来了总决策代价的增高 .
4. 3 时间消耗对比 从表 4和两种算法的时

间复杂度可以看到，算法 2求解约简的时间明

显长于算法 1，这主要是因为算法 2在求解属性

子集的时候将数据集分成 k部分，用交叉验证

的方法会大幅度增加算法迭代次数，因此算法

2具有较大的时间消耗 .

5 结束语

决策粗糙集理论将粗糙集和代价敏感问题

联系到一起，有效地丰富了粗糙集理论 . 基于

决策代价的启发式约简算法，虽然具有较高的

求解效率，但在测试集合上经常会出现不能有

效地降低总决策代价的情况 . 鉴于此，结合交

叉验证思想，本文基于决策代价设计了新的算

表 3 分类精度和约简长度对比

Table 3 Classification accuracies and lengths of feature subsets

ID

1

2

3

4

5

6

7

8

KNN

算法 1

0. 6087

0. 8652

0. 8944

0. 8154

0. 8152

0. 8958

0. 6351

0. 7874

算法 2

0. 6043

0. 9196

0. 9185

0. 8647

0. 8458

0. 8975

0. 6672

0. 8163

SVM

算法 1

0. 5315

0. 5290

0. 9002

0. 8068

0. 8223

0. 8581

0. 5316

0. 7453

算法 2

0. 5387

0. 5384

0. 9270

0. 8381

0. 8380

0. 8618

0. 5507

0. 7914

CART

算法 1

0. 6147

0. 7230

0. 8956

0. 7721

0. 7816

0. 8538

0. 6117

0. 7671

算法 2

0. 6318

0. 7565

0. 9300

0. 8078

0. 8003

0. 8806

0. 6477

0. 7982

约简长度

算法 1

2. 14

5. 78

5. 70

4. 28

2. 82

2. 32

3. 42

3. 30

算法 2

2. 58

9. 82

7. 44

5. 64

4. 64

3. 80

5. 04

4. 78
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法 . 通过实验对比分析可以看出，所提的新算

法能够显著地降低测试集合的总决策代价，提

高约简结果的分类精度 . 因而，基于交叉验证

思想的决策代价约简算法是有效的 .
在本文工作的基础上，笔者将就以下的问

题进行进一步探讨：

图 1 两种算法的总决策代价对比

Fig.1 Decision cost of two algorithms
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（1）本文将交叉验证思想运用到基于决策

代价的属性约简算法中，可以将该思想运用到

其他约简算法当中，提高其他算法的有效性 .
（2）虽然本文算法能有效降低测试集合的

总决策代价，但是具有较大的时间消耗 . 笔者

将进一步优化算法，减少算法的时间消耗 .
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1

2

3

4

5

6

7

8
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