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基于条件属性蕴含的概念格构造及简化
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摘 要：基于三元背景研究三类概念格的构造和简化 . 首先，基于三元背景构造一个条件属性蕴含形式背景，该背

景以三元背景属性集上的属性蕴含为对象，以三元背景的条件为属性 . 并针对条件属性蕴含形式背景给出形式概

念的定义，构造相应的概念格 . 其次，由于条件属性蕴含形式背景中对象的个数随着三元背景中属性个数的增加呈

指数级增长，这使得条件属性蕴含形式背景往往是一个比较大的数据表，因此，对条件属性蕴含形式背景进行对象

约简，将原来的对象集替换为单个条件下形式背景的极小属性蕴含构成的集合 . 该对象约简方法不仅在很大程度

上简化了条件属性蕴含形式背景，而且简化后的形式背景对应的概念格与原来的概念格同构 . 最后，在条件属性蕴

含形式背景上引入了可能性算子和必然性算子，在此基础上定义了对象定向概念格和属性定向概念格 .
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Constructions and simplifications of concept lattices based on

conditional attribute implications

Wang Xia1,2*,Tan Siwen1,Li Junyu1,2,Wu Weizhi1,2
(1. School of Mathematics，Physics and Information Science，Zhejiang Ocean University，Zhoushan，316022，China；

2. Key Laboratory of Oceanographic Big Data Mining and Application of Zhejiang Province，
Zhejiang Ocean University，Zhoushan，316022，China)

Abstract: Constructions and simplifications of three types of concept lattice are studied based on a triadic context.
Firstly，a new formal context is constructed based on conditional attribute implications，which takes the implications
between attributes of the triadic context as the objects and the conditions of the triadic context as the attributes. Then
definitions of formal concept and concept lattice are given in the conditional attribute implication context. Secondly,since
the number of objects in the conditional attribute implication context increases exponentially with the increase of the
number of attributes in the triadic context，which makes the conditional attribute implication context usually becomes a
large data table. The object reduction of the conditional attribute implication context is carried out，and the original object
set is replaced with the set of minimal attribute implications of the formal context under each single condition. It is
shown that the object reduction method can simplify the conditional attribute implication context to a great extent，and
the concept lattice corresponding to the simplified context is isomorphic to the original concept lattice. Finally，the
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possibility operator and necessary operator are introduced in the conditional attribute implication context to define the
object oriented concept lattice and property oriented concept lattice of the new context.
Key words: concept lattice，triadic context，conditional attribute implication，object oriented concept lattice，property

oriented concept lattice

三元概念分析是由 Lehmann and Wille［1-2］

于 1995年提出的，它可以看作是形式概念分

析［3-4］的一种自然扩展 . 目前，三元概念分析主

要集中在三元概念和概念三元格的构造、三元

蕴含及关联规则挖掘、三元模态算子、三元概念

聚类、三元背景的因子分析、模糊化、三元概念

模型推广和约简及应用等方面，取得了一些研

究成果 . Wei et al［5-6］综述了有关三元概念分析

的基本理论、方法及应用等相关研究内容 .
属性蕴含是描述某些属性依赖关系的特定

表达式，是形式概念分析的重要研究课题之

一 . 1982年 Ganter and Wille［4］定义形式背景上

属性蕴含 A → B表示每个具有 A中属性的对

象一定具有 B中属性 . 近年，属性蕴含相关的

问题引起了许多学者的广泛关注，取得了一些

研究成果［7-15］. 1998年 Biedermann［16］将属性蕴

含的思想引入三元概念分析，定义了在某个条

件集下的属性间的三元蕴含 . 2004年 Ganter
and Obiedkov［17］定义了一种新的条件属性蕴含

并进一步定义了属性条件蕴含和属性×条件蕴

含，基于条件属性蕴含构造一个形式背景，给出

了形式概念的描述性定义 . Glodeanu［18］定义了

一种模糊值三元背景，并定义了模糊值条件属

性蕴含、模糊值属性条件蕴含和模糊值属性×
条件蕴含 . Mora et al［19］和 Rodríguez⁃Lorenzo［20］

研究了三元概念分析中条件属性蕴含的公理系

统和推理系统 .
本文受 Ganter and Obiedkov［17］的启发，基

于一个三元背景构造条件属性蕴含形式背景，

并定义该背景的形式概念，构造相应的概念

格 . 考虑到条件属性蕴含形式背景中对象的个

数随着三元背景中属性个数的增长呈指数级增

长，因此在实际应用中条件属性蕴含形式背景

往往是一个比较大的数据表 . 本文对条件属性

蕴含形式背景的对象进行了约简，从而使形式

背景和形式概念的表示更加简洁，并且该约简

方法可使简化后的形式背景对应的概念格与原

来的概念格同构 . 最后，在条件属性蕴含形式

背景中引入可能性算子和必然性算子，构造了

对象定向概念格和属性定向概念格 .

1 相关理论

1. 1 形式概念分析相关知识

定义 1

［3］ 称 T：=(G，M，I )为一个形式背

景，其中，G是一个对象集，M是一个属性集，I
是 G和 M之间的一个关系 . 分别称 G和 M的

元素为对象和属性 .
若 对 象 g 和 属 性 m 具 有 关 系 I，则 记 为

( g，m ) ∈ I  或 gIm  .
定义 2

［3］ 设 T=(G，M，I )为形式背景，

X ⊆ G，B ⊆ M. 若二元组 ( X，B )满足 X ′= B，

B′= X，则称 ( X，B )为形式概念，其中：

X ′={ m ∈ M |∀ g ∈ X,    ( g,m ) ∈ I     }
B′={ g ∈ G |∀m   ∈ B,      ( g,m ) ∈ I     }

设 T=(G，M，I )是形式背景，对任意的形

式概念 ( X 1，B 1 )，( X 2，B 2 )定义如下偏序关系：

( X 1,B 1 ) ≤ ( X 2,B 2 ) ⇔ X 1 ⊆ X 2 ( ⇔ B 1 ⊇ B 2 )(1)
记 L (G，M，I )或 L (T )为 T=(G，M，I )中

所有形式概念构成的集合，则 L (T )是格，称其

为 T的概念格 . 在概念格 L (T )上定义上、下确

界如下：

( X 1,B 1 ) ∧ ( X 2,B 2 )= (X 1 ∩ X 2,( B 1 ∪ B 2 )″ ) (2)
( X 1,B 1 ) ∨ ( X 2,B 2 )= ( ( X 1 ∪ X 2 )″,B 1 ∩ B 2 )(3)

则概念格 (L (T )，∧ ，∨ )是一个完备格 .
∀ g ∈ G，∀m ∈ M，分 别 称 ( { g }″，{ g }′ ) 和

( { m }′，{ m }″ )为对象概念和属性概念 .
定义 3

［3］ 设 T=(G，M，I )是形式背景，
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∀A，B ⊆ M. 称二元有序对 ( A，B )为集合M上

的属性蕴含，记为 A → B，读作“A蕴含 B”. 分
别称 A和 B为属性蕴含 A → B的前件和结论 .
称属性蕴含 A → B在 T中成立，若它满足条

件：∀g ∈ G，g具有A中所有属性，则 g具有 B中

所有属性 .
若 B ⊆ A ⊆ M，则属性蕴含A → B在 T中

成立，此时称属性蕴含 A → B是平凡的 . 若

A′=∅，则称属性蕴含A → B的前件是假的 .
根据定义 3，∀A，B ⊆ M，属性蕴含 A → B

在 T中成立当且仅当 ∀m ∈ B，A → { m }在 T中

成立 .
因此，下文只考虑 A → { m }形式的非平凡

属性蕴含，简记为 A → m. 记 Imp (T )为在形式

背景 T中成立的非平凡属性蕴含构成的集合，

即 Imp (T )= { A → m |m ∈ M\A,A → m在T中

成立 }.
1. 2 三元概念分析相关知识

定义 4

［1］ 称 K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元

背 景 ，其 中 K 1，K 2，K 3 为 非 空 集 合 ，Y 为

K 1，K 2，K 3之间的关系，即 Y ⊆ K 1 × K 2 × K 3.
分别称 K 1，K 2，K 3为对象集、属性集和条件集 .
分别称K 1，K 2，K 3的元素为对象、属性和条件 .

若对象 g、属性 m和条件 c具有关系 Y，则

记为 ( g，m，c ) ∈ Y，表示对象 g在条件 c下具有

属性m.
设 K=( K 1，K 2，K 3，Y )是一个三元背景，

∀A 1 ⊆ K 1，∀A 2 ⊆ K 2，∀A 3 ⊆ K 3，称 三 元 组

( A 1，A 2，A 3 )为 一 个 三 元 概 念 ，若 满 足 A 1 ×
A 2 × A 3 ⊆ Y 且 ∀X 1 ⊆ K 1，∀X 2 ⊆ K 2，∀X 3 ⊆
K 3，X 1 × X 2 × X 3 ⊆ Y，当 A 1 ⊆ X 1，A 2 ⊆ X 2，

A 3 ⊆ X 3 时总有 ( A 1，A 2，A 3 )= ( X 1，X 2，X 3 ). 此
时分别称A 1，A 2，A 3为三元概念 ( A 1，A 2，A 3 )的
外延、内涵和模式 .

由定义 1、定义 2和定义 4可知，三元背景

和三元概念分别是形式背景和形式概念的扩

展，因此形式概念分析和三元概念分析在研究

方 法 和 研 究 内 容 等 方 面 都 有 着 紧 密 的 联

系［21-25］. 形式概念分析的研究对象是形式背

景，它是一个二维数据表，当遇到三维数据或基

于条件下的二维数据时，三元概念分析则有效

地扩展和提升了形式概念分析的信息处理能

力 . 目 前 ，三 元 概 念 分 析 在 folksonomy 分

类［26-28］、认 知 系 统［29］、文 本 分 类［30］、联 盟 应

用［31］、动态社会网络［32］、访问控制［33］等方面也

取得了一些研究成果 .
定义 5

［17］ 设 K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元

背景，∀A，B ⊆ K 2，∀C ⊆ K 3. 称 A→
C
B为基于

三元背景的条件属性蕴含，读作“在 C中所有条

件下 A蕴含 B”. 称条件属性蕴含 A→
C
B在三

元背景K中成立，若它满足条件：在每一个条件

c ∈ C下，当 ∀g ∈ K 1，g具有 A中所有属性时，g

具有 B中所有属性 .
定义 6 设 K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，∀C ⊆ K 3. 称 KC：=( K 1，K 2，YC )为在条件

子集 C下的形式背景，其中 ∀g ∈ K 1，  m ∈ K 2，

( g，m ) ∈ YC当且仅当 ∀c ∈ C，    ( g，m，c ) ∈ Y.

若 B ⊆ A ⊆ K 2，则条件属性蕴含 A→
C
B

在K中成立，此时称A→
C
B是平凡的 . 若A′ C=

∅，则称A→
C
B的前件是假的 .

根据定义 5可得，条件属性蕴含 A→
C
B在

K中成立当且仅当 ∀m ∈ B，A→
C
{ m }在 K中

成立 .

类似的，以下只考虑A→
C
{ m }形式的条件

属性蕴含，将其简记为A→
C
m，并记：

ImpC (K ):= { A→
C
m |A ⊆ K 2,m ∈ K 2\

A,C ⊆ K 3,A→
C
m在K中成立 }

例 1 表 1 给 出 了 一 个 三 元 背 景 K=
( K 1，K 2，K 3，Y )，其 中 对 象 集 K 1 = { g1，g2 }，属

性 集 K 2 = { m 1，m 2，m 3 }，条 件 集 K 3 = { c1,c2,
c3 }. 根据定义 6可得在条件 c1 下的形式背景

Kc 1 = ( K 1，K 2，Yc1 )，如表 2所示 .
根据定义 2可知，表 2中形式背景 Kc 1 有四

个形式概念，分别为：( K 1,∅ ),( { g1 }, { m 1,m 3 } ),
( { g2 }, { m 2 } ),( ∅,K 2 )
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根据定义 3可得，在形式背景 Kc 1中成立的

非平凡属性蕴含集为：

Imp (Kc 1 )= {m 1 → m 3,m 3 → m 1, { m 1,m 2 } →

m 3, { m 2,m 3 } → m 1}
取条件子集 C={ c1，c3 }，则根据定义 5可

得在三元背景K中成立的非平凡条件属性蕴含

集为：

ImpC ( K 2 )= { m 3 →
C
m 1,    { m 2,m 3 }   →

C
m 1 }  

2 基于条件属性蕴含的概念格

定义 7 设 K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景 ，记 imp ( K 2 )= { A → m |A ⊆ K 2,  m ∈ K 2\
A }  ，称 形 式 背 景 C imp (K )= ( imp ( K 2 )，K 3，R )
为 基 于 K的 条 件 属 性 蕴 含 形 式 背 景 ，其 中

∀A → m ∈ imp ( K 2 )，∀c ∈ K 3，( A → m，    c ) ∈ R

当且仅当A→
c
m ∈ Impc (K ).

条件属性蕴含形式背景 C imp (K )的对象为

三元背景 K的属性集 K 2上的属性蕴含，属性为

三元背景K的条件集K 3中的条件 .
定义 8 设 K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，C imp (K )= ( imp ( K 2 )，K 3，R )为基于 K的条

件 属 性 蕴 含 形 式 背 景 ，∀℘ ⊆ imp ( K 2 )，
∀C ⊆ K 3. 若 二 元 组 ( ℘，C ) 满 足 ：℘′ = C，

C′= ℘，则称 ( ℘，C )为条件属性蕴含形式背景

C imp (K )的形式概念，此时分别称 ℘和 C为形式

概念 ( ℘，C )的外延和内涵 . 其中，

℘′ = { c ∈ K 3 |∀A → m ∈ ℘,    ( A → m,    c ) ∈ R     }
C′={ A → m ∈ imp ( K 2 ) |∀c   ∈ C,     

  ( A → m,    c ) ∈ R     }
对任意的概念 ( ℘1，C 1 )，( ℘2，C 2 )定义偏序

关系：

( ℘1,C 1 ) ≤ ( ℘2,C 2 ) ⇔ ℘1 ⊆ ℘2 ( ⇔ C 1 ⊇ C 2 )
记 L (C imp (K ) )为 C imp (K )中所有概念构成

的集合，在 L (C imp (K ) )上定义上、下确界：

( ℘1,C 1 ) ∧ ( ℘2,C 2 )= ( ℘1 ∩ ℘2,(C 1 ∪ C 2 )″ ) (4)
( ℘1,C 1 ) ∨ ( ℘2,C 2 )= (( ℘1 ∪ ℘2 )″,C 1 ∩ C 2 ) (5)

则 ( L (C imp (K ) )，∧ ，∨ )是一个完备格，称其为

条件属性蕴含形式背景C imp (K )的概念格 .
根据定义 3、定义 5和定义 6知，A → m ∈

Imp (KC )  当且仅当  A→
C
m ∈ ImpC (K )  .

注 1 设K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背景，

C imp (K )为条件属性蕴含形式背景，由定义 8
知，∀ c ∈ K 3，{ c }′ = Imp (Kc ).

注 2 ∀ ( ℘，C ) ∈ L (C imp (K ) ). 若 C ≠∅，

则根据式（4）知：

℘= ∩{ { c }′ |c ∈ C }= ∩{ Imp (Kc ) |c ∈ C }
例 2 表 1对应的条件属性蕴含形式背景

C imp (K )= ( imp ( K 2 )，K 3，R )如表 3所示，其中：

imp ( K 2 )= {∅ → m 1,∅ → m 2,∅ → m 3,
m 1 → m 2, m 1 → m 3,m 2 → m 1,m 2 → m 3,
m 3 → m 1,m 3 → m 2, { m 1,m 2 } → m 3,
{ m 1, }m 3 }   → m 2, { m 2,m 3 } → m 1

首先，计算条件属性蕴含形式背景 C imp (K )
的三个属性概念如下：

C 1: = ( { c1 }′, { c1 }′′ )= ( { m 1 → m 3,   m 3 → m 1,   
{ m 1,m 2 }   → m 3, { m 2,m 3 }   → m 1 }, { c1 }）

C 2: = ( { c2 }′, { c2 }′′ )= ( { ∅ → m 2,   m 1 → m 2,  
 m 3 → m 2,    { m 1,m 3 }   → m 2 }, { c2 }）

C 3: = ( { c3 }′, { c3 }′′ )= ( { ∅ → m 1,   m 2 → m 1,   
m 3 → m 1,    { m 2,m 3 }   → m 1 }, { c3 } )

其次，根据式（4）和式（5）计算剩余的三个

概念：

表 1 三元背景

Table 1 A triadic context

g1

g2

c1

m 1

1
0

m 2

0
1

m 3

1
0

c2

m 1

0
1

m 2

1
1

m 3

1
0

c3

m 1

1
1

m 2

0
1

m 3

1
0

表 2 在条件 c

1

下的形式背景Kc 1

Table 2 The formal contextKc 1 under the condition c

1

g1

g2

m 1

1
0

m 2

0
1

m 3

1
0
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C 4: = ( { c1 }′, { c1 }′′ ) ∧ ( { c3 }′, { c3 }′′ )=
( {    m 3 → m 1, { m 2,m 3 }   → m 1 }, { c1,c3 } )

C 5: = ( { c1 }′, { c1 }′′ ) ∧ ( { c2 }′, { c2 }′′ ) ∧
( { c3 }′, { c3 }′′ )= (∅,K 3 )

C 6: = ( { c1 }′, { c1 }′′ ) ∨ ( { c2 }′, { c2 }′′ ) ∨
( { c3 }′, { c3 }′′ )= ( imp ( K 2 ),∅ )

所有概念对应的概念格 L (C imp (K ) )如图 1
所示 .

注 3 若三元背景 K=( K 1，K 2，K 3，Y )的
属性集 K 2有 n（n ≥ 1）个属性，则条件属性蕴含

背景 C imp (K )的对象集 imp ( K 2 )有 n ⋅ 2n- 1个元

素，因此随着 n的增大 imp ( K 2 )的元素个数呈指

数级增长 . 例如当 n= 5时，imp ( K 2 )有 80个元

素；当 n= 6时，imp ( K 2 )有 192个元素……鉴于

此，下面考虑对条件属性蕴含背景 C imp (K )的
对象做适当的约简 .

设 T=(G，M，I )是形式背景，根据定义 3
知，∀A → m ∈ Imp (T )，∀B ⊆ M，若 A ⊆ B，则

B → m ∈ Imp (T ).
定 义 9 设 T=(G，M，I ) 是 形 式 背 景 ，

∀A → m ∈ Imp (T ) 总 存 在 A 0 ⊆ A 满 足 ：

A 0 → m ∈ Imp (T )且 ∀A 1 ⊆ A，若A 1 ⊂ A 0，则

A 1 → m ∉ Imp (T )，此 时 称 A 0 → m 为 关 于

A → m的极小属性蕴含 .
记 MinImp (T )为形式背景 T的所有极小

属性蕴含构成的集合 . 显然有：

Imp (T )=
{A → m |∃A 0 → m ∈ MinImp (T )使得A 0 ⊆ A}

定义 10 设K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，C imp (K )= ( imp ( K 2 )，K 3，R )为基于 K的条

件属性蕴含形式背景 .
称 SC imp (K )= ( Simp ( K 2 )，K 3，R

Simp(K2 ) ) 为
C imp (K )的简化背景，其中，

Simp ( K 2 )=
{ A → m |∃c ∈ K 3,  A → m ∈ MinImp (Kc ) }
注 4 ∀A→ m ∈ Simp ( K 2 )，∀c ∈ K 3，( A→

m,c ) ∈RSimp(K2 ) 当 且 仅 当 A→
c
m ∈ Impc (K ).

显 然 有 (A → m，c) ∈ RSimp(K2 ) 当 且 仅 当

A → m ∈ Imp (Kc ) ∩ Simp ( K 2 ).
注5 根据定义 10知：

Simp ( K 2 )= ∪{ MinImp (Kc ) |c ∈ K 3 }，
∀℘ ∈Simp ( K 2 ),∀C ⊆ K 3

记：

℘′  Simp(K2 ): = { c ∈ K 3 |∀A → m ∈ ℘,   
 ( A → m,    c ) ∈ RSimp(K2 )     }    = ℘′

C ′  Simp(K2 ): = { A → m ∈ Simp ( K 2 ) |∀c   ∈ C,       
( A → m,    c ) ∈ RSimp(K2 )     }   =
C ′   ∩ Simp ( K 2 )

表 3 条件属性蕴含形式背景C imp (K )
Table 3 The conditional attribute formal context

C imp (K )

∅ → m 1

∅ → m 2

∅ → m 3

m 1 → m 2

m 1 → m 3

m 2 → m 1

m 2 → m 3

m 3 → m 1

m 3 → m 2

{ m 1,m 2 }   → m 3

{ m 1,m 3 }   → m 2

{ m 2,m 3 }   → m 1

c1

0
0
0
0
1
0
0
1
0
1
0
1

c2

0
1
0
1
0
0
0
0
1
0
1
0

c3

1
0
0
0
0
1
0
1
0
0
0
1

图 1 概念格 L (C imp (K ) )
Fig. 1 The concept lattice L (C imp (K ) )
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注 6 对比定义 7和定义 10可知，条件属

性蕴含形式背景 C imp (K )和简化背景 SC imp (K )
的对象集不同，而且简化背景 SC imp (K )的对象

集 Simp ( K 2 )所包含的元素个数明显比原背景

中对象集 imp ( K 2 )少得多 . 事实上，设 ∃c ∈ K 3

使 A → m ∈ MinImp (Kc )，且不妨设 |A | = s，则

根据定义 9可知，∀B ⊆ K 2，若 B ⊂ A或 A ⊂ B
则 B → m ∉ MinImp (Kc ) 且 B → m ∈ imp (Kc ).
而这样的属性子集共有 ( 2s+ 2n- s- 1- 2 )个，而

且可以验证当 s= n- 1
2 时，2s+ 2n- s- 1- 2=

2 ⋅ ( )2
n- 1
2 - 1 达到最小值 . 即若一个极小属性

蕴含的前件含有 s个属性，则可以从 imp (Kc )中
剔除掉 ( 2s+ 2n- s- 1- 2 )个属性蕴含，且至少剔

除 掉 2 ⋅ ( )2
n- 1
2 - 1 个 ，因 此 简 化 后 的 背 景

SC imp (K )在很大程度上降低了对象的个数 .
引理 1 设 K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，C imp (K )为条件属性蕴含背景，SC imp (K )为
C imp (K )的简化背景，∀℘ ⊆ imp ( K 2 )，∀C ⊆ K 3.
若 ( ℘，C ) ∈ L (SC imp (K ) )，则：

( ℘ ∩ Simp( K 2 )，C ) ∈ L (SC imp (K ) )
证 明 因为 ( ℘，C ) ∈ L (SC imp (K ) )，则：

C ′  Simp(K2 ) = C ′   ∩ Simp ( K 2 )= ℘ ∩ Simp ( K 2 )
又因为：

( ℘ ∩ Simp ( K 2 ) )′  Simp(K2 ) = ( ℘ ∩ Simp ( K 2 ) )′  
所以有：

℘′ ⊆ ( ℘ ∩ Simp ( K 2 ) )′   = ( ℘ ∩ Simp ( K 2 ) )′  Simp(K2 )

另一方面，若 ℘ ∩ Simp ( K 2 )= ℘，则：

( ℘ ∩ Simp ( K 2 ) )′  Simp(K2 ) =
( ℘ ∩ Simp ( K 2 ) )′   = ℘′ = C

于是：

( ℘ ∩ Simp( K 2 )，C ) ∈ L (SC imp (K ) )
若 ℘ ∩ Simp ( K 2 ) ≠ ℘，则 ：∀A → m ∈ ℘\

Simp ( K 2 ) 存 在 A 0 ⊆ K 2 满 足 A 0 ⊂ A 且

A 0 → m ∈ ℘ ∩ Simp ( K 2 ).
因此：

∀c ∈ ( ℘ ∩ Simp ( K 2 ) )′  Simp(K2 ) = ( ℘ ∩ Simp ( K 2 ) )′  

有A 0 →
c
m ∈ Impc (K ).

所以：

A→
c
m ∈Impc (K )，即 c ∈ ( ℘\Simp ( K 2 ) )′  

于是，

( ℘ ∩ Simp ( K 2 ) )′ ⊆ ( ℘\Simp ( K 2 ) )′

即：

( ℘ ∩ Simp ( K 2 ) )′ = ℘′ = C

所以：

( ℘ ∩ Simp ( K 2 )，C ) ∈ L (SC imp (K ) )
证毕 .
定理 1 设 K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，C imp (K )为条件属性蕴含背景，SC imp (K )为
C imp (K )简化背景，则概念格 L (C imp (K ) )与概

念格 L (SC imp (K ) )同构 .
证 明 设：

f ( ℘,C )=( ℘ ∩ Simp ( K 2 ),C ),∀ ( ℘,C ) ∈
L (C imp (K ) )，则由引理 1 知 f是 L (C imp (K ) )到
L (SC imp (K ) )的映射，且为单射 .

∀ ( ℘,C ) ∈ L (SC imp (K ) )，令：

℘1 = ℘ ∪ {B → m |∃A → m ∈ ℘使得A ⊂ B

}且m ∉ B
则有：

( ℘1，C ) ∈ L (C imp (K ) )
且

f ( ( ℘1，C ) )= ( ℘1 ∩ Simp ( K 2 )，C )= ( ℘，C )
即 f为 L (C imp (K ) )到 L (SC imp (K ) )的满射 .

于 是 ，f 是 L (C imp (K ) )到 L (SC imp (K ) )的
双射 .

此外，∀ ( ℘1，C 1 )，( ℘2，C 2 ) ∈ L (C imp (K ) )
f ( ( ℘1,C 1 ) ∧ ( ℘2,C 2 ) )= f ( ℘1 ∩ ℘2,(C 1 ∪ C 2 )″ )=
( ℘1 ∩ ℘2 ∩ Simp( K 2 ),(C 1 ∪ C 2 )″ )=
 ( ℘1 ∩ Simp( K 2 ),C 1 ) ∧ ( ℘2 ∩ Simp( K 2 ),C 2 )=
f ( ( ℘1,C 1 ) ) ∧ f ( ( ℘2,C 2 ) )

f ( ( ℘1,C 1 ) ∨ ( ℘2,C 2 ) )= f ( ( ℘1 ∪ ℘2 )″,C 1 ∩ C 2 )=
(( ℘1 ∪ ℘2 )″ ∩ Simp( K 2 ),C 1 ∩ C 2 )=
( ℘1 ∩ Simp( K 2 ),C 1 ) ∨ ( ℘2 ∩ Simp( K 2 ),C 2 )=
f ( ℘1,C 1 ) ∨ f ( ℘2,C 2 )
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则，概念格 L (C imp (K ) )与 L (SC imp (K ) )同构 .
证毕 .
例 3（续例 2） 表 4给出了例 2中条件属性

蕴 含 背 景 C imp (K ) 的 简 化 背 景 SC imp (K )=
( Simp ( K 2 )，K 3，R

Simp(K2 ) )，其中，

Simp ( K 2 )=
{ }∅ → m 1，∅ → m 2，m 1 → m 3，m 3 → m 1

对应的概念格 L (SC imp (K ) )如图 2所示 .

对比图 1和图 2可知，概念格 L (C imp (K ) )
与 L (SC imp (K ) )同构 .

3 基于条件属性蕴含的对象定向

概念格

在条件属性蕴含背景 C imp (K )上引入必然

性算子和可能性算子
□
，⋄：2imp(K2 ) → 2K3：

℘□:=｛c ∈ K 3 | ∀A → m ∈ imp ( K 2 ),
( A → m,c ) ∈R   ⇒ A → m ∈ ℘ }

℘⋄:=｛c ∈ K 3 | ∃A → m ∈ imp ( K 2 ),
( A → m,c ) ∈R且  A → m ∈ ℘ }

类似地定义另外一对近似算子：
□,⋄:2K3 → 2imp(K2 )

C□ :=｛A→ m ∈ imp ( K 2 ),| ∀ c ∈ K 3,
( A → m,c ) ∈R   ⇒ c ∈ C }

C ⋄ : =｛A→ m ∈ imp ( K 2 ),| ∃ c ∈ K 3,
( A → m,c ) ∈R  且c ∈ C }

定义 11 设K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，C imp (K ) = ( imp ( K 2 )，K 3，R )为基于 K的条

件属性蕴含背景，∀℘ ⊆ imp ( K 2 )，∀C ⊆ K 3. 若
二 元 组 ( ℘，C ) 满 足 ：℘□ = C，C ⋄ = ℘，则 称

( ℘，C )为条件属性蕴含背景 C imp (K )的对象定

向概念，并分别称 ℘和 C为该对象定向概念

( ℘，C )的外延和内涵 .
对于任意的两个对象定向概念 ( ℘1，C 1 )和

( ℘2，C 2 )定义上、下确界：

( ℘1,C 1 ) ∧ ( ℘2,C 2 )= ((C 1 ∩ C 2 )⋄,C 1 ∩ C 2 )
( ℘1,C 1 ) ∨ ( ℘2,C 2 )= ( ℘1 ∪ ℘2,( ℘1 ∪ ℘2 )□ )
记：

LO (C imp (K ) )= { ( ℘，C ) |℘□ = C，C ⋄ = ℘ }
则 ( LO (C imp (K ) )，∧，∨ )构成一个完备格，称为条

件属性蕴含背景C imp (K )的对象定向概念格 .
例 4 计 算 表 3 中 条 件 属 性 蕴 含 背 景

C imp (K )的八个对象定向概念如下：

O 1: = ( { c1 }⋄, { c1 }⋄ □ )= ( { m 1 → m 3,m 3 → m 1,
  { m 1,m 2 }   → m 3, { m 2,m 3 } → m 1 }, { c1 } )

O 2: = ( { c2 }⋄, { c2 }⋄ □ )= ( { ∅ → m 2,m 1 → m 2,
 m 3 → m 2, { m 1,m 3 } → m 2 }, { c2 } )

O 3: = ( { c3 }⋄, { c3 }⋄ □ )= ( { ∅ → m 1,m 2 → m 1, 
m 3 → m 1, { m 2,m 3 } → m 1 }, { c3 } )

O 4:=( { c1 }⋄, { c1 }⋄□ )∨( { c2 }⋄, { c2 }⋄□ )=
( {∅→m 2, m 1 →m 2,m 1 →m 3,m 3 →m 1,
m 3 →m 2, { m 1,m 2 }→m 3, { m 1,m 3 }→m 2,
{ m 2,m 3 }→ }m 1 , { c1,c2 } )

O 5: = ( { c1 }⋄, { c1 }⋄ □ ) ∨ ( { c3 }⋄, { c3 }⋄ □ )=
( {∅ → m 1, m 1 → m 3,m 2 → m 1,m 3 → m 1,

}{ m 1,m 2 } → m 3, { m 2,m 3 } → m 1 , { c1,c3 } )
O 6: = ( { c2 }⋄, { c2 }⋄ □ ) ∨ ( { c3 }⋄, { c3 }⋄ □ )=

( { ∅ → m 1, ∅ → m 2,m 1 → m 2,m 2 → m 1,
m 3 → m 1,m 3 → m 2, { m 1,m 3 } → m 2,
{ m 2,m 3 } → m 1 }, { c2,c3 } )

表 4 简化背景 SC imp (K )
Table 4 The reduced context SC imp (K )

∅ → m 1

∅ → m 2

m 1 → m 3

m 3 → m 1

c1

0
0
1
1

c2

0
1
0
0

c3

1
0
0
1

图 2 概念格 L (SC imp (K ) )
Fig. 2 The concept lattice L (SC imp (K ) )
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O 7: = ( { c1 }⋄, { c1 }⋄ □ ) ∨ ( { c2 }⋄, { c2 }⋄ □ ) ∨
( { c3 }⋄, { c3 }⋄ □ )= ( imp ( K 2 ),K 3 )

O 8: = ( { c1 }⋄, { c1 }⋄ □ ) ∧ ( { c2 }⋄, { c2 }⋄ □ ) ∧
( { c3 }⋄, { c3 }⋄ □ )= (∅,∅ )
图 3给出了表 3条件属性蕴含背景 C imp (K )

的对象定向概念格 LO (C imp (K ) ).

定理 2 设 K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，C imp (K )为条件属性蕴含背景，SC imp (K )为
C imp (K ) 的 简 化 背 景 ，则 对 象 定 向 概 念 格

LO (C imp (K ) )与 LO (SC imp (K ) )同构 .
定理 2的证明类似定理 1，不再具体证明 .
例 5（续 例 4） 计 算 表 4 所 示 简 化 背 景

SC imp (K ) 对 应 的 对 象 定 向 概 念 格

LO (SC imp (K ) )，如图 4所示 . 其中，

SO 1: = ( { m 1 → m 3,     m 3 → m 1 }, { c1 } )
SO 2: = ( { ∅ → m 2 }, { c2 } )

SO 3: = ( { ∅ → m 1,    m 3 → m 1 }, { c3 } )
SO 4:=( { ∅→m 2,      m 1 →m 3,   m 3 →m 1 }, { c1,c2 } )
SO 5:=( { ∅→m 1,   m 1 →m 3,   m 3 →m 1 }, { c1,c3 } )
SO 6:=( { ∅→m 1, ∅→m 2,   m 3 →m 1 }, { c2,c3 } )
SO 7: = ( Simp ( K 2 ),K 3 )
SO 8: = (∅,∅ )

对比图 3 和图 4 可知 ，对象定向概念格

LO (C imp (K ) )与 LO (SC imp (K ) )同构 .

4 基于条件属性蕴含的属性定向

概念格

定义 12 设K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，C imp (K ) = ( imp ( K 2 )，K 3，R )为基于 K的条

件属性蕴含背景，∀℘ ⊆ imp ( K 2 )，∀C ⊆ K 3. 若
二元组 ( ℘，C )满足 ℘⋄ = C，C□ = ℘，则称 ( ℘，C )
为条件属性蕴含背景 C imp (K )的属性定向概

念，并分别称 ℘ 和 C 为概念 ( ℘，C )的外延和

内涵 .
对于任意的两个属性定向概念 ( ℘1，C 1 )和

( ℘2，C 2 )定义上、下确界：

( ℘1,C 1 ) ∧ ( ℘2,C 2 )= ( ℘1 ∩ ℘2,( ℘1 ∩ ℘2 )⋄ )
( ℘1,C 1 ) ∨ ( ℘2,C 2 )= ((C 1 ∪ C 2 )□,C 1 ∪ C 2 )
记LP (C imp (K ) )={ ( ℘，C ) |℘⋄=C，C□=℘ }，

则 ( LP (C imp (K ) )，∧ ，∨ )构成一个完备格，称

其为条件属性蕴含背景 C imp (K )的属性定向概

念格 .
例 6 计 算 表 3 中 条 件 属 性 蕴 含 背 景

C imp (K )对应的八个属性定向概念如下：

P1: = ( { c1 }□,{ c1 }□ ⋄ )=
( { m 1 → m 3,       { m 1,m 2 }   → m 3 }, { c1 } )

P2:=( { c2 }□,{ c2 }□ ⋄ )  =( { ∅ → m 2, 
  m 1 → m 2,   m 3 → m 2,    { m 1,m 3 }   → m 2 }, { c2 } )

P3: = ( { c3 }□,{ c3 }□ ⋄ )=
( { ∅ → m 1,   m 2 → m 1 }, { c3 } )

P4: = ( { c1 }□,{ c1 }□ ⋄ ) ∨ ( { c2 }□,{ c2 }□ ⋄ )=
( { ∅ → m 2,m 1 → m 2, m 1 → m 3,m 3 → m 2,
m 3 → m 1, { m 1,m 2 } → m 3, { m 1,m 3 }   → m 2,
{ m 2,m 3 } → m 1 }, { c1,c2 } )

图 3 对象定向概念格 LO (C imp (K ) )
Fig. 3 The object oriented concept lattice LO (C imp (K ) )

图 4 对象定向概念格 LO (SC imp (K ) )
Fig. 4 The object oriented concept lattice

LO (SC imp (K ) )
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P5: = ( { c1 }□,{ c1 }□ ⋄ ) ∨ ( { c3 }□,{ c3 }□ ⋄ )=
( { ∅ → m 1,m 1 → m 3,m 2 → m 1,m 3 → m 1,

}{ m 1,m 2 }   → m 3, { m 2,m 3 } → m 1 , { c1,c3 } )
P6: = ( { c2 }□,{ c2 }□ ⋄ ) ∨ ( { c3 }□,{ c3 }□ ⋄ )=

( { ∅ → m 1, ∅ → m 2,m 1 → m 2,m 2 → m 1,
m 3 → m 2, }{ m 1,m 3 }   → m 2 , { c2,c3 } )

P7: = ( { c1 }□,{ c1 }□ ⋄ ) ∨ ( { c2 }□,{ c2 }□ ⋄ ) ∨
( { c3 }□,{ c3 }□ ⋄ )= ( imp ( K 2 ),K 3 )

P8: = ( { c1 }□,{ c1 }□ ⋄ ) ∧ ( { c2 }□,{ c2 }□ ⋄ ) ∧
( { c3 }□,{ c3 }□ ⋄ )= ( )∅,∅
图 5给出了表 3条件属性蕴含背景C imp (K )

的属性定向概念格 LP (C imp (K ) ).

同 样 的 ，简 化 背 景 SC imp (K ) 与 原 背 景

C imp (K )上的属性定向概念格也有如下的关系：

定理 3 设 K=( K 1，K 2，K 3，Y )为三元背

景，C imp (K )为条件属性蕴含背景，SC imp (K )为
C imp (K ) 简 化 背 景 ，则 属 性 定 向 概 念 格

LP (C imp (K ) )与 LP (SC imp (K ) )同构 .
例 7（续 例 6） 考 虑 表 4 所 示 简 化 背 景

SC imp (K )对应的属性定向概念，计算得：

SP1: = ( { m 1 → m 3 }, { c1 } )
SP2: = ( { ∅ → m 2 }, { c2 } )
SP3: = ( { ∅ → m 1 }, { c3 } )
SP4:=( { ∅ → m 2,    m 1 → m 3,   m 3 → m 1 }, { c1,c2 } )
SP5:=( { ∅ → m 1,   m 1 → m 3,   m 3 → m 1 }, { c1,c3 } )
SP6: = ( { ∅ → m 1, ∅ → m 2 }, { c2,c3 } )

SP7: = ( Simp ( K 2 ),K 3 )
SP8: = (∅,∅ )

表 4简化背景 SC imp (K )对应的属性定向概

念格 LP (SC imp (K ) )如图 6所示 .

同样的，由图 5和图 6可知，属性定向概念

格 LP (C imp (K ) )与 LP (SC imp (K ) )同构 .

5 总 结

本文利用三元背景的条件属性蕴含构造了

条件属性蕴含形式背景，并给出了形式概念的

定义 . 由于实际问题中条件属性蕴含形式背景

往往是一个比较大的数据表，因此本文在保持

概念格同构的原则下对条件属性蕴含形式背景

的对象进行约简 . 最后，给出了条件属性蕴含

形式背景的对象定向概念格和属性定向概念格

的定义及对象约简方法 .
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